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Prefacio

Estas notas fueron escritas para el curso de Analisis yfnDisge Algoritmos
(MECBS5126) del Programa de Posgrado en Ingenieria densast (PISIS) de la Facul-
tad de Ingenieria Mecéanica Y Eléctrica (FIME) de la Ungidad Autbnoma de Nuevo
Leon, ubicada en San Nicolas de los Garza, en el estado@e@Nedn en México. Es un
curso del programa doctoral, aunque también permitimosiestes de maestria llevarlo
a su propio riesgo. La mayoria de los estudiantes de PISEdm@omputologos, y aln
menos del campo de teoria de computacion, por lo cuakkeptacion es simplificada de
lo usual de programas con enfoque en computacion.

Mucho de este material se debe a los materiales que use yamigmdo estudié las mis-
mas temas en la Universidad Politécnica de Helsinki (TKHE) el afio 2000 trabajé como
asistente de ensefanza en un curso de analisis y disefigaiigmos bajo la instruccion
del Dr. Eljas Soisalon-Soininen, y juntos con otro asigeetenseianza Riku Saikkonen,
compilamos un documento en finé§X basado en las diapositivas escritas a mano por
el Dr. Soisalon-Soinineny en el libro de texto de Cormen.g4&lAl empezar a compilar
este documento en castellano, mi primer recurso era el dationantiguo en finés, por

lo cual varios ejemplos son inspirados por el trabajo quienas en el aflo 2000.

Otro fuente importante es el Dr. llkka Niemela de TKK y elsude complejidad compu-
tacional que di6 él, basado en el libro de texto clasic€kestos Papadimitriou [15]. Dr.
Niemela me prest6 todas sus diapositivas del curso parapearacion de este documento,
por lo cual le agradezco mucho.

Otras partes del documento estan prestadas y modificadesbd@s anteriores mios, en
la revision de los cuales he contado con el apoyo de muchsanzes, los mas importantes
siendo el asesor de mi tesis doctoral el Dr. Pekka Orponenpogiente de la misma tesis
el Dr. Josep Diaz.
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Capitulo 1

Definiciones matenaticas y
computacionales

1.1. Conjuntosy permutaciones

Si unos elementas, b y ¢ forman unconjuntq se asigna una letra mayUscula para denotar
el conjunto y ofrece una lista de los elementos segln lassitginotacion:

A={a,b,c}. (1.1)

Si el elementas pertenece a ugonjunto A, se escribex € A. Si el elementaz no
pertenece al conjuntd, se escribe ¢ A.

7. es el conjunto de nUmeros enteroR s el conjunto de niUmeros reales.

Si un conjunto estardenado se puede definir para cada par de elementos si uno esta ma-
yor, menor o igual a otro segn el orden definido.

El cardinalidadde un conjuntod es el nimero de elementos que pertenecen al conjunto.
Se denota pdrA|. Por ejemplo, la cardinalidad del conjumo= {a, b, ¢} es tres|a| = 3.
Launibnde dos conjuntod y B contiene todos los elementos de/ todos los elementos
de By se denota poA U B. Lainterseccbnde dos conjuntod y B se denota poAN B

y contiene solamente los elementos que pertenecen a amijostos:

ce (ANB) & ((ce A)A(ce B)), (1.2)

donde< significa que la expresion a la izquierda siendo verdadepéica que la expre-
sibn a la derecha también tiene que ser valida y viceversa

Nota que necesariamenitd U B| > méix{|A|,|B|} y |AN B| < min{|A|,|B|}. El
conjunto va@ que no contiene ningln elemento se denotafcon
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1.1.1. Subconjuntos

Un subconjuntoB € A es un conjunto que contiene algun parte de los elementos del
conjuntoA. Si no se permite incluir todos los elementos4den B, escribimosB C Ay
aplica|B| < |A|. Por ejemplo, s = {a,b,c}, B = {b,c} y C = {¢,d}, tenemos que

B C A, peroC no es un subconjunt@: ¢ A.

El complementale un conjuntod es el conjuntod que contiene cada elemento del uni-
verso que no esta incluido eh

A={alag¢g A}. (1.3)

El complementale un subconjunt@ C A se denota pod \ B (leer: Asin B) y es el
conjunto de todos elementase A tales quex ¢ B. En general, laliferenciade dos
conjuntosA y B es el conjunto de los elementos que estad gero no ens,

A\B={ala€c Aa¢ B}. (1.4)

Dado un conjuntod, el conjunto deodos sus subconjuntss denota co”. El nimero
total de tales subconjuntos 2$'. Por ejemplo, sk = {a, b, c}, tenemogA| = 3,23 = 8

y
2% = {0,{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b,c}. {a,c}, A}.

Un k-subconjunto de un conjuntbes un subconjunto deelementos del. Si|A| = n, el
namero de los diferentes combinacioneg @ementos posibles esaleficiente binomio

n n!
= 1.5
<k> El(n — k)’ (1.5)
donden! es elfactorial. El factorial esta definido a todo nUmero entéra Z tal que
EKl=k-(k—1)-(k—2)-...-2-1. (1.6)

Una aproximacion muy Gtil del factorial esd@roximacon de Stirling

(&

" "
21k (—) < k <2V2rk (g) .7

y una version mejorada por Gosper es

k! = [ 7(2k + %)k"”ek”, (1.8)

dondee =~ 2, 718 es el nUmero neperiano.
El coeficiente binomio permite una definicion recursiva:

(n) _ { =)+ ("), sio<k<n 1.9

k 1, en otro caso.
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El rango (cerrado) es un subconjunto de un conjunto ordedesibe el elementohasta
el elementd se marca coffu, b]. El rangoabiertoque no incluye el primer ni el tltimo
elemento sino todos los elementos intermeditades que: < ¢ < b se denota cofu, b).
Si uno de los puntos extremos si se incluye y el otro no, laai@h es(a, b 0 [a,b),
dependiendo de cual extremo esta incluido.

El conjuntoA x B es el conjunto de todos los pares ordengdog) de elementos de los
conjuntosAy Btalquea € Ayb € B,

Ax B={(a,b)|a€ Abe B}. (1.10)

El conjuntoA x B se llama eproducto cartesianoSe puede generalizar a mas de dos
conjuntos: para conjuntosA;, A, ..., A,, es el conjunto de todos laseadas ordenadas

Ay x Ay x ... x Ay = {(ay,a9,...,a,) | a; € Ayt € [1,n]}. (1.11)

1.1.2. Relaciones

UnarelaciobnR C A x B es un subconjunto de pares. Una relacion entre un conjurto
{ai1,as,...,a,}yotro conjuntoB = {by, by, ...,b,} €s un subconjunto de asociaciones
de elementos dé con los elementos dB. Se escribéa, b) € R o alternativamenteRb.

Una relacion se puede representar en la forma denuran matriz, donden = |A|y
m = |B|. La representacion es una matriz binakidal que el elementa,; de la matriz
A tiene el valor uno si y solo si los elementgsy b, forman uno de los pares incluidos
en la relaciomR:

o { 1, Si (ai7bj) S R,
K O, Si (ai, b]) §é R.

UnarelacioriR C A x A entre un conjunto y si mismo se dice una rela@arel conjunto
A. Tal relacion esransitivasi Va, b, ¢ € A tales querRby bRc, también aplica queRc.
Una relacioriR en A esreflexivasi para toda: € A, aplica quezRRa. Una relacioriR en
A essimétricasi aplica que

(1.12)

(a;,a;) € R & (aj,a;) € R. (1.13)

Esto implica que la x n matrizA, donden = | A|, es también simétrica\ = AT,

El clausura transitivade una relaciorR C A x A es la relacion transitiv®, C A x
A de cardinalidad menorgue contieneR. EntoncesaR b paraa,b € A siy solo si
dco, €1, ..., € Atales query = a, ¢, = by ¢;Rrciq paratoda € [0, n).

La clausura reflexivale la relacioriR en A es la relaciobn minima reflexivR ; en A que
contieneR: para todai, b € A aplicaaRgb siy solo sia = b 0 aRb.

En laclausura reflexiva y transitivR * aplica quga, b) € R* siy sblo sioa = b 0 existe
unc € Atalque(a,c) € Ry (¢,b) € R*.
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1.1.3. Permutaciones

Unapermutacbn de un conjuntad es un orden de los elementos.| 8| = n, A tienen!
permutaciones. Por ejemplo,4i= {a, b, ¢, d}, las4! = 24 permutaciones dd son

abed abde adbe adcb acbd acdb
bacd badc bdac bdca bead beda
cabd cadb cdab cdba cbad cbda
dabc dacb dcab dcba dbac dbca

El nUmero dek-subconjuntosrdenadosiel conjuntoA de orden A| = n es

il - (Z) _ m%'k)' (1.14)

Por ejemplo, s = {a,b,c,d} y k = 3, l0s12 ordenes son

abc abd acd bac bad bed
cab cad c¢bd dab dbc dcb

1.2. Mapeosy funciones

Un mapeaq(inglés: map o mapping) : A — B es un tipo de relacion que asocia algunos
elementos del a elementos dé&, pero no necesariamente todos. Un mapeo es técnica-
mente equivalente a una relaci@ , pero tipicamente se escribg:) = b para significar
que(a,b) € R,. Nota que se puede asignar varios elementad dein elemento d& y
viceversa.

El conjunto A se llama eldominiode la relacion y el conjunt® el rango. El conjunto
de los elementos; € B para las cuales aplica, b;) € R, (es decirg(a) = b;) son
la imagende a en B. El conjunto de los elementos deque corresponden a un cierto
elementd € B tal que(a, b) € R, es laimagen inversaeb, g~ (b).

Un mapeoy : A — B essobreyectivqtambiénepiyectivg inglés: surjection o onto) si
para cada elemento del rango esta asignada algin eledemtominio:
Vb € Bda € Atal queg(a) = b. (1.15)
Un mapeo esyectivo(inglés: injection o one-to-one) si
Vai,ay € Atales quer = ax < g(a1) = g(ag), (1.16)

0 sea, la imagen inversa de totle B tiene cardinalidad menor o igual a uno. Age
significa que la expresion a la izquierda siendo verdadepdida que la expresion a la
derecha también tiene que ser valida, pero no es neaasgnti@ asi en la direccion con-
traria: g(a1) = g(ay) no implica que necesariamente sga= a, puede ser que;, # a,
también.
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Un mapeo ebiyectivosi es inyectivo y sobreyectivo: todo elementoA4léene una ima-
gen distinta y la union de las imagenes cubren todo el réhgo

Unafuncion f : A — B es un mapeo sobreyectivo pero no necesariamente una uayecti
El simbolof refiere a la funcion misma, mientrgsx) refiere al valor de la funcion e
0 sea, el elemento del rangda lo cual corresponde el elemento del dominie A.

Una funcionf : R — R esconvexasi para todac,, 22 y a € [0, 1]
flazy + (1 —a)zy) < af(zr) + (1 —a)f(x). (1.17)

El valor absolutadex € R es una funcion de valores reales a valores reales positivos

T, Siz >0
] = { —x, Siz <0. (1.18)

1.3. Funcbn exponencial

La funcibn exponencial se define por un serie (la expardgfaylor) como

i 2 3
exp(x):e“”:Z%:l—l—x—i-w—er——i-... (1.19)

— 21 3!
dondee ~ 2, 718281828 es elconstante de Napieta figura 1.1 muestra su forma. Una
definicion alternativa es por limite:
¢ = lfm (1 n f) . (1.20)
n

n—oo

Escala lineal Escala logaritmica

1000 10000

800 ¢ 1000 :
600
100 +
400 |

200 | 104

s 10 o 2 4 & 8 10
Figura 1.1: Gréaficas de la funciobn exponendiat) = exp(x): a la izquierda, en escala

lineal, mientras a la derecha, el gjtiene escaldogaritmica(ver la seccion 1.4).

La funcibn exponencial comparte las propiedades de expeseain importar la bage
que en el caso de&p(x) ese:

P o= 1
Blo= b
pote = pape (1.21)

bac

I
—~
S
Q
~—
o
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mientras también tiene otras propiedades interesarsast gropio derivativo
D(e®) = e*. (1.22)

Aplican las siguientes cotas y aproximaciones que resuliags en varios contextos de
analisis de algoritmos:

.CL'_ < e” (123)

paralx| <1: e"(1—a?
parak < x: 1 —

1.4. Logaritmos

El logaritmoen basé es una funcion que se define por la ecuacion
plogn® — g, (1.24)

donder > 0. Eso quiere decir que Big, = y, b = . Se define ademas que;, 1 = 0.
Se puede realizar cambios de baseotra basé'’:

B logy, ()
= og, (1)’ (1.25)

El logaritmo con la base se llama elogaritmo naturalo neperiano En la figura 1.2, se
muestra las funciones para tres valores de base. Tipitarserescribén x paralog, = y
log = sin base normalmente se interpreta cdmg,, aunque en computacion la interpre-
tacionlog x = log, z €s muy comun cuando € Z.

log,, (55 )

Tipicamente en el analisis de algoritmos se utiliza 2. El logaritmo es una funcion
inyectivg
log, z =log,y = x =y, (1.26)

y también es una funcitreciente
x >y = log, z > log, y. (2.27)
Cuenta con algunas propiedades de interés que ayudenldisanfbrmulas:

Logaritmo de multiplicacion: log,(x - y) = log, = + log, y
Logaritmo de division: log, (%) = log, x — log, y
Logaritmo con potencia: log, ¢ = clog, (1.28)

Logaritmo en el exponente: z'°& Y = glo8
Logaritmo de un factorial:  log,(n!) = > log, i
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=
o

P N WA OO N 0 ©
L—— T T T T T T

Figura 1.2: Las funciones logaritmicas por tres valongisas de la basé: € {2, ¢, 10},
dondee =~ 2, 718 es el nUmero neperiano.

la segunda igualdad siendo consecuencia de la primeranlatipea igualdad siendo
consecuencia de la tercera y la Gltima siendo consecudadaprimera.

Una variacion de la aproximacion de Stirling para el faelacuenta con logaritmos:
Inkl~klnk —k (1.29)
gue aplica para valores grandeskdéJna forma que aplica mas generalmente es

2k +1 In(27)

In k! ~ Ink —k+

(1.30)

1.5. Sucesiones

Dado unasucesbn de numeros, asignamos un indice a cada numero de la BucEsir
ejemplo, el primer nUmero serd, el segunda:,, etcétera, hasta el Gltimo numero, que
marcamos com,,, n siendo el largo de la sucesion. Cada uno derloss, ... se llama
untérmina Para hablar de un término arbitrario cualquiera, usam(@salguna otra letra
de indice), donde se supone de una manera implicita gueée < n.

La sumade los términos de una sucesign, . . ., x, se llama unaerieS'y la sumacion
tiene su notacion especial donde un indicerre desde el valor uno hasta el vator

S:x1+x2+x3+...+xn22xi. (1.31)
i=1

Una serigparcial S;, es la suma hasta el terming:

k
Se=) (1.32)
=1
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Tal quesS,, = S. Depende la sucesion de qué manera calcular el valor dgi&aso un
subseries;,.

También se puede definir el producto de una sucesion:

P:xl-x2~w3-...-xnznxi. (1.33)
i=1

1.5.1. Series aritneticas

En las seriearitméticas la diferencia entre cada par de terminos subsecueptes; ,
€S un constanté

para todoi € [0,n — 1] si es una sucesion finita y para tode [0, cc) en el otro caso.
La suma de una sucesion infinita es infinita positwasi la diferenciad > 0y infinita
negativa—oo si la diferenciad < 0 es negativa. La subserie de le$érminos primeros
de una sucesion aritmética es

[y

%

n(xy + x,)

. (1.35)

I
o

Se puede derivar la formula por pensar en la suma comoangtrid de encima de colum-
nas que todos tienen una base de aliyra en cada columna, el cambio de alturales
en comparacion con la columna anterior. Se deja como uaci@jehacer el calculo que
corresponde.

Otra manera de derivar el resultado es a través dedacon recursivade los terminos:

Aplicamos esta ecuacion de una manera repetitiva parangacona ecuacion parg,:

T = .Z'l—l-d,
r3 = wo+d=(r1+d)+d=u121+2d,

vy = w3+d= (v, +2d)+d=u1z+ 3d, (1.37)

T, =x1 + (n—1)d.
En la otra direccion, tenemos
Tp—1 = Tp — d;
Lp—2 = xn—l_d:(xn_d>—d:$n—2d7

Tp-3 = Tpo—d=(x,—2d)—d=ux,—3d,
. (1.38)

To-k = Tpk-1—d=mz,—(n—k)d,
Tl = Tpo(no1) = Tp — <n — (n —(n— 1))>d =z, — (n—1)d.
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Al sumarz; + x5 + ... + x,, escrito por la formulacion de la ecuacion 1.37 con lo mismo
pero escrito por la formulacion de la ecuacion 1.38 no&%jay se simplifica a dar el
mismo resultado. El calculo se deja como ejercicio.

También hay que notas que transformaciones del indicenhgee las series se ven mas

complejas:
d (n—i+1) Zz (1.39)
=1

1.5.2. Series geogtricas
En una serigeontétrica, la proporcionde un término con el siguiente es constante:

Si |d| > 1, la serie infinita tiene un valor infinita el signo de cual degede los signos
dex; y d. Cuanddd| < 1, incluido las series infinitas tienen una suma finita:

S=3 da, = 1x_1d. (1.41)
1=0

Nota que hay que empezar del indice para lograr que el primer término tenga el valor
T = dol'l.

Las sumas parciales hasta terminouandad # 1 tienen la formula siguiente:

i d")
S, _de’_—d' (1.42)

Cuandod = 1, todos los términos son igualesra y la suma parcial es simplemente
S, =n-x.

Un ejemplo es la subserie donde= 1y d # 1, o0 sea, la suma parcial de la sucesion,
1,d,d? d3, ...

1 o dnJrl) dn+1 -1
= dt = = ) 1.43
Sn Z =i (143)

Entonces, si = 2y z; = 1, tenemos la suma de potencias de dos:

2n+1

= 2 = _2"“—1. 1.44
Sn Z o (1.44)
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1.5.3. Otras series

Hay algunas series interesantes donde el indice de la gnmegarece en el término.
Aqui incluyamos unos ejemplos:

zn:iQ _ n(n+1)2n+1)
a 6
=1

n-d?—(n+1)-d""t+d

Zz~d = CESE , donded # 1

7,:0oo
dod o= Tld’ donded # 1 (1.45)
=0
Yk = , dondez € (0,1)

2

1
R

—k

1.6. Demostraciones

Para analizar si 0 no algo es valido en todo caso, se necéiitardos conceptos de
sistemas matematicos: los hechos universales se llamiamas Ademas se cuenta con
definicioneglonde se fija el sentido de algtn formalismo, notacionmiteslogia. La me-
ta es derivar de los axiomas y las definiciones, algg@oemasque son proposiciones
verdaderas. Cada teorema trata de una cierta propiedatkdesirLos teoremas “auxilia-
res” que uno tiene que demostrar para llegar al resultadiod@szado se llamademas
La cadena de pasos que establecen que un teorema sea veltdathdademostraddn
(o tambiénpruebg del teorema.

Una técnica esencial de demostracion esduccibn materatica, donde primero se es-
tablece que una condicion inicial es valida y verdadera (el paso base), y después deriva
que sic;, es valida y verdadera, tambiép,; lo es (el paso inductivo).

Por ejemplo, para verificar que la suma de la ecuacion 1i8& (gagina 8) es la formula
correcta para la sucesiéns, 8, 11, 14, 17, 20, . . ., 213, primero sacamos los valores =

d = 3y mostramos qué; = 1 +0-d = 3+0 = 3 = z; es valida (el paso base). Después
hay que mostrar qué&, + =,.1 = S,.1 (el paso inductivo). Cuando uno establece esto,
la demostracion de que la validez de la formula de la ebuati35 esta completa.
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1.7. Logica matenatica

1.7.1. Logica booleana

La logica booleana de trata de un conjuniale variablesque también se llam@omos

x1,Z2,. ... Una variable se interpreta a tener el valor “verdad” (seotienon el simbolo
T) o “falso” (se denota con el simbolb). La negacon de una variable; se denota con
_‘.fll'i:
T, S| €T; = J_,
T { 1, siz;=T. (1.46)

Se puede formaexpresionesle las variables con los simbolos. Las expresiones lssica
son losliterales x; y —x;. Ademas se puede formar expresiones conctwsectivosv
(“0”), A ("y") — también — se considera un conectivo. &j y ¢, Son expresiones boo-
leanas, tambiéfy; V ¢2), (¢1 A ¢2) y =y lo son. Por ejempld,(z; V x2) A —z3) €s una
expresion booleana pe(@r; V z2)—z3) no lo es. Para simplificar las expresiones, existen
las convenciones siguientes:

\/#: significa ¢, V.-V,
i=1

N\wi significa o A=A, (1.47)
=1
¢1 — ¢ significa —¢; V ¢,
1 < ¢ significa (—p1 V ¢2) A (—d2 V ¢1).
Lo de— se llama unamplicacibny lo de« se llama un&quivalencia

Es siempre recomendable marcar con paréntesis la pretad&seada de los operadores
lbgicos, pero en su ausencia, la precedencia se integmethorden (de la mas fuerte al
mas débil):—, v, A, —, <. Por ejemplo, la expresion

2y V Xy — Ty < Ty A Xy VX3 (1.48)
deberia ser interpretada como

((m21) V@2) — 23) < ((—74) A (71 V 73))). (1.49)

Como las variables se interpreta como verdaderas o fadgabjén es posible evaluar si o
no es verdadera cualquier expresion booleana.ddignacon de verdad’ es un mapeo
de una subconjunto finit&’ C X al conjunto de valore$T, L}. Denota porX (¢) el
conjunto de variables booleana que aparezcan en una éxpresina asignacion de
valoresT : X’ — {T, 1} esadecuadapara¢ si X(¢) C X'. Escribimosz; € T si
T(x))=Tyax; ¢ TSiT(z;) = L.

Si T satisfacea ¢, lo que se denota pdr = ¢ tiene siguiente la definicion inductiva:

(1) Si¢ € X', aplicaT = ¢ siysolosiT(¢) =T.
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(1) Si¢p = ¢, aplicaTl = ¢ siy solo siT [~ ¢’ (lee:T no satisface &').
() Sigp = o1 A ¢o, aplical = ¢ siysolosiT = o1y T | ¢.
(V) Sigp = @1V ¢o, aplical = ¢ siysolosiT = ¢ 0T = ¢s.

Una expresion booleana es satisfactiblesi existe una asignacion de verdddque es
adecuada paray ademad’ |= ¢.

Una expresion booleaniaes valida si para todd imaginable aplica qué’ = ¢. En este
caso, la expresion es uteutologay se lo denota po= ¢. En general aplica que ¢ si
y sblo si—¢ esno satisfactible

Dos expresioneg; andg, sonldgicamente equivalentsspara toda asignaciéhque es
adecuada para las dos expresiones aplica que

T | ¢y siysolosiT | ¢. (1.50)

La equivalencia l6gica se denota par= ¢,.

Por ejemplo, si tenemos la asignacibfr,) = Ty T'(z2) = L, es valido quel’ |=
x1 V T, peroT (= (z1 V o) A (—xy A x2). Unos ejemplos de expresiones logicamente
equivalentes son los siguientes:

g =
(01 Vga) = (P2V )
(1 ANp2) No3) = (D1 A (P2 A b)) (1.51)
((P1 Ad2) Vos) = ((01V d3) A (2 V 93)) '
(1 ANd2) = (2h1V )
(D1V 1) = o1

Existenformas normalesle escribir expresiones booleana. Las dos formas normates s
la forma normal conjuntivgCNF) que utiliza puramente el conectivoy literales y la
forma normal disyunctiv§DNF) que utiliza puramente el conectiwoy literales. Una
conjuncion de literales se llama implicantey una disyuncion de literales se llama una
clausula Se puede asumir que ninguna clausula ni implicante segidepen una forma
normal, y tampoco se repiten literales dentro de las clagsulos implicantes. Las re-
glas para transformar una expresion booleana a una de $a®mhoas normales son los
siguientes: primero eliminamos las notaciones auxiliasgs— y movemos las negacio-
nes a formar literales:

(1) Eliminar la notaci 6n auxiliar de «: La expresiony; < ¢, es logicamente equi-
valente a la expresioft¢; V ¢2) A (—¢1 V ¢2) por lo cual puede ser reemplazado
con la expresion mas larga que ya no contiene el simbaditiaru— no permitido
en las formas normales.

(n) Eliminar la notaci 6n auxiliar de —: La expresiony; — ¢, es logicamente equi-
valente a la expresiong; V ¢, por lo cual puede ser reemplazado con la segunda
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expresion que ya no contiene el simbolo auxitiarno permitido en las formas
normales.

() Mover negaciones donde las variables para formar literaleautiliza las siguien-
tes equivalencias légicas para cambiar la ubicacion sisilmbolos de negacion
tal que no habra redundancia y que cada negacion formaeual ly ya no aplica a
una expresion compleja:

—-—¢ esequivalente a ¢
—(¢1 V o) es equivalente a =, A s (1.52)
—(¢1 A ) es equivalente a —¢; V .

Después de aplicar esas reglas tantas veces como posibis gna expresion de puros
literales con los conectivos y V. Para lograr una forma normal conjunctiva, hay que
mover los conectivog. afuera de los disyunciones aplicando las equivalencigisdé
siguientes:

¢1V (P2 A\ ¢p3) esequivalente a (o1 V o2) A (P11 V ¢3) (1.53)
(01 A d2) V @3 esequivalente a (o1 V ¢3) A (g2 V b3). '

Si la meta es lograr la forma normal disyuntiva, hay que aplas equivalencias siguien-
tes para mover los conectivosafuera de los conjunciones:

¢1 A (P2 V ¢3) esequivalente a (g1 A ¢2) V (d1 A ¢3) (1.54)
(¢1V ¢2) A3 esequivalente a (¢1 A ¢3) V (2 A d3). .

Es importante tomar en cuenta que las expresiones en formaahpueden en el peor
caso tener un largo exponencial en comparacion con el dega expresion original.
Para dar un ejemplo de la transformacion, consideramoasel de la expresiofr; V
x9) — (x9 <> x3) Y SuU transformacion a la forma normal conjuntiva utilizarass reglas
mencionadas. Cada linea en el proceso es l6gicament@kmie con todas las versiones
anteriores por las equivalencias ya definidas; para ahespacio, utilizamos la notacion
siguiente para las variables= =, b = 25 Y ¢ = 3.

(@aVb)— (b c)
=(aVb)V (b c)
=(aVb)V((=bVec)A(—cVb))
(ma A =b)V ((=bVc)A (e Vb)) (1.55)
(maV ((=bVe)A(=eVD))A(=bV ((mbVe)A(mc Vb))
((ma Vv (=bVe)A(maV (meVb))) A (mbV ((=bVe)A(me Vb))
((raV (=bVe) A(—maV (meVb))A ((mbV (=bVe) A(=bV (me Vb))

Unafuncion booleanalen-dimensiones es un mapeo d€T, L}" al conjunto{T, L}.

El conectivo— corresponde a una funcion unayia : {T, L} — {T,_L} definida por
la ecuacion 1.46. Los conectivag A, — Yy < definen cada uno una funcion binaria
AT, Ly —{T, 1},
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Cada expresion booleana se puede interpretar como unériumaoleana con la dimen-
sibnn = |X(¢)|. Se dice que una expresion booleaxpresauna funcionf si cada

n-eada de valores de verdad- (¢4, ...,t,) aplica que
T, siT ,
f(r) = { UosiT LZ jZ (1.56)

dondeT es tal quel'(x;) = t; paratoda = 1,...,n.

Las funciones booleanas se puede representar a trayg@afds (ver seccion 1.8 como
circuitos booleanodos vértices son “puertas” y el grafo es dirigido y no idel Un grafo
dirigido no ciclico siempre se puede etiquetar tal que cddce esta representado por
un nimero enterdy = {1,2,...,n}, de tal manera que aplica para cada arista dirigida
(i,7) € E'quei < j. La asignacion de tales etiquetas se ll@ndeo topobgico.

Cada puerta es de un cierto tipo: la puerta puede repressrgaariabler;, una valorT

0 L o un conectivo £, V 0 —). Los vértices que corresponden a variables o los valores
de verdad deben tener grado de entrada cero. Las puertggodetacion tienen grado
de entrada uno y las puertas coro V tienen grado de entrada dos. El Gltimo vértice
representa la salida del circuito.

Los valores de verdad de las distintas puertas se determmarcprocedimiento induc-
tivo tal que se define el valor para cada puerta todas lasdastrde la cual ya estan
definidos. Cada circuito booleano corresponde a una exprbsioleana. Los circuitos
pueden ser representaciones mas “compactas” que lassexpe, porque en la cons-
truccion del circuito se puede “compartir’ la definicioe dn subcircuito, mientras en
las expresiones habra que repetir las subexpresionegguecan en varias partes de la
expresion.

1.7.2. Lbgica proposicional

La lbgica de primer orderes una logica donde smiantificavariables individuales. Ca-
da variable individual corresponde a una oracion. Lodsios de cuantificacion son la
cuantificadod para la cuantificacibaxistencial la cuantificado¥ para la cuantificacion

universal

La cuantificacion existencial quiere decir que en un cdigjimdicado existe por lo menos
una variable que cumpla con una cierta requisito, mierdragdntificacion universal dice
gue alguna requisito se aplica para todas las variable®dplto indicado. Por ejemplo,

Vx € R, Jy tal quezr = 2y. (1.57)
Se puede cuantificar varias variables al mismo tiempo:

Vo,y € Z,3z,2 e Ztalquer —y=zyz+y =72 (1.58)
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Figura 1.3: Gréficas de las potencias de dos: a la izquieattegjes lineales hasta= 7,
y a la derecha, con ejes de escala logaritmica hast#&4.

1.7.3. Informacion digital
Bit

El bit es la unidad basica de informacion digital. Un bit es wa@able binaria tiene dos
valores posibles que se interpreta como los valores Iédierdad” (1) y “falso” (0).

En la memoria de una computadora, se expresa los nUmesys®nbn sumas gmten-
cias de dogver el cuadro 1.1y la figure 1.3), empezando con la potenamgrande que
guepa en el nUmero e iterando hasta llegar a la suma correcta

Representamos la presencia de una cierta potencia condm\atorl y su ausencia por
un bit de valoi), empezando con la potencia mas grande presente:

61 = 32+29=324+16+13=32+164+8+5
= 324+16+8+4+1
= 256+24+23+22+20
= 111101.

Entonces se necesita seis bits para representar elodalBor lo general, la cantidddde
bits requeridos para representar un valar Z* esta el exponente de la minima potencia
de dos mayor a,
—mi k
b—rlglelél{k|2 >z} (1.59)

Para incluir los enteros negativos, se usa un bit auxiliaigieo.

Byte

El bytees la unidad basica de capacidad de memoria digital. Un(bgteronuncia “bait”)
es una sucesion de ocho bits. El nUmero entero mas gramdsegpuede guardar en un
solo byte es

2T 426 495 49t 4 934 924 914 90 —98 1 =955
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Cuadro 1.1: Algunas potencias del nUmero @6s; =

2t = 2120 = 1048576 | 249 = 1099511627776
22 = 41221 = 2097152 | 24 = 2199 023 255 552
28 = 8122 = 4194304 | 22 = 4398046 511 104
2t = 16 | 2% = 8388608 | 2% = 8796 093 022 208
25 = 32|22 = 16777216 | 24 = 17592 186 044 416
260 — 64 | 225 = 33554432 | 2% = 35184372088 832
21 = 128 | 226 = 67108864 | 246 = 70 368 744 177 664
28 = 256 | 227 = 134217728 | 247 = 140 737 488 355 328
29 = 512|228 = 268 435456 | 2% = 281474976 710 656
210 — 102422 = 536870912 | 2% = 562949 953 421 312
21— 2048230 = 1073741824 (2% = 1125899906 842624
212 = 4096 |23 = 2147483648 |2°! = = 2251799813 685248
213 = 8192|232 = 4294967296 | 2°2 = 4503599627 370496
21 = 16384 2% = 8589934592 (2% = 9007199 254 740 992
215 = 32768 |23 = 17179869184 |2° = 18014398509481984
216 — 65536 |2% = 34359738368 |2% = 36028797018963 968
217 = 131072|2% = 68719476736 |2° = 72057594 037927936
218 — 262144 | 237 = 137438953472|2°7 = 144115188075855872
219 = 524288 |23 = 274877906944 | 2°® = 288230376151 711744

239 = 549755813888 | 2% = 576460 752303423488
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y entonces, contando cero, son 256 valores posibles por ten Npta que aplica en
general la igualdad

k
1 =) "2 (1.60)
1=0

Un kilobytees1024 bytes, utmegabytees1024 kilobytes (1048576 bytes) y ungigabyte
es1024 megabytesi(073741824 bytes). Normalmente el prefix kilo implica un mil, pero
como mil no es ningln potencia de dos, eligieron la potem@a cercan&!® = 1024,
para corresponder a los prefixes.

Representacbn de punto flotante

Para representar nUmeros reales por computadora, hayefjog tdasta que exactitud
se guarda los decimales del nUumero, como el espacio pardagus nimero entero
esta limitada a un tamafo constante. El método comUmglad tal representacion es
lo de punto flotante (también conocido comooma flotantedonde la representacion se
adapta al orden magnitud del valorc R. La idea es trasladar la coma decimal hacia la
posicion de la primera cifra significativa demediante un exponente

r=m-b7, (1.61)

dondem se llama lamantisay contiene los digitos significativos de- es comin norma-
lizar la mantisa tal que su parte entera consta de solameepténiera cifra significativa
dez. La mantisa tipicamente tiene un tamafio maximo limimadma cierta cantidad fija
de bytes.

El parametrad en ecuacion 1.61 es lzsedel sistema de representacion. Los nUmeros
binarios tienen base= 2 y comunmente en calculo utilizambs= 10. También existen
sistemas en bage= 8 (el sistemabctal) y b = 16 (el sistemaexadecimal

Lo que determina el rango de valores posibles que se puedssegpar en punto flotante
es la cantidad de memoria reservada para el exponeaté de la ecuacion 1.61.

La otra opcibn seria simplemente reservar una ciertadzahtle bytes para la represen-
tacion yfijar a posicion en la cual se supone que esté la coma decimapkesentacion
de punto fijaes mucho mas restrictiva con respeto al rango de valorésleesle guar-
dar. En comparacion, el método de punto flotante causacianies en la exactitud de la
representacion, mientras permite guardar valores dengonaucho mas amplio.

1.7.4. Redondeo
Funciones techo y piso

La funcionpiso |z] : R — Z define el nUmero entemaximo menoax € R:

2] = méx{y |z <y} (1.62)
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Por definicion, siempre aplica para tade@ R que

lz] <x<|z+1] (1.63)
donde la igualdad ocurre solamente cuandeZ. Igualmente, tenemos

r—1<|z] <z (1.64)
También, paratodb € Zy = € R aplica

|k+z| =k+ |x]. (1.65)

Una sucesion de combinar las propiedades del logaritméadoimcion piso es que siem-
pre aplica también para> 0, x € R que

g<2W&ﬂgx, (1.66)

la verificacion de que se deja como ejercicio.
La funciéntecho [z] : R — Z define el nUmero enteminimo mayorax € R:

[z] =min{y | x < y}. (1.67)
YyEL
Aplica por definicion que
r<|z] <z+1. (1.68)
Se deja como ejercicio verificar que también paraR, = > 0 aplica
z < 2Me2l  9g (1.69)

Funcion parte entera

Varios lenguajes de programacion incorporan una manecardeertir un numero en for-
mato punto flotante a un valor entero. Por ejemplo, en C seifgelanconstruccion si-
guiente

3.76;

float a =
= (int)a;

int b

donde la regla de asignar un valor a la varidbles una mezcla de la funciones piso y
techo: denota el valor de la varialagora. Sia > 0, se asigna & el valor |a |, y cuando
a < 0, se asigna & el valor[a].

La funcidén que captura esta comportamiento es la fungéte entera
[z] : R — Z. (1.70)

El redondedipico dez € R al entero mas proximo es equivalenteat 0,5].

Hay que tener mucho cuidado con la operacion de parte esepaogramacion, como

implica pérdida de datos. Acumulando uno después de los@rrores de redondeo se
pueden amplificar y causar comportamiento no deseado engrigona. Por ejemplo, en

algunas implementaciones una sucesion instrucciones com
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0.6/0. 2,

float a =
= (int)a;

int b

puede resultar eb asignada al valo®, porque por la representacion binaria de pun-
to flotante de los valore$,6 y 0,2, su division resulta en el valor punto flotante
2,999999999999999555910790149937. Entonces, aplicar la funcion parte entera al valor
de la variablea resulta en el valo2, aunque la respuesta correctaies

1.8. Teoia de grafos

Un grafo (también se dicgrafica) G es un par de conjuntdgs = (V, £), dondel” es un
conjunto den vértices(o sea, nodos);, v, w € V'y E es un conjunto daristasm (o sea,
arcos). Utilizamos la notacidi’| = n, |E| = m

Las aristas son tipicamente pares de vérti€esy} € E, o sea, las aristas definen una
relacion entre el conjuntd con si mismo:

ECV XV, (1.71)

pero también se puede definir grafos donde el producto es mats de dos “copias” del
conjuntoV/, el cual caso se habla tigpergrafos

El complementde un grafoG = (V, E) es un grafas = (V, £') donde

Vo#£u: ({v,u} € E< {v,u} ¢ E). (1.72)

1.8.1. Clases de grafos

Un grafo esgplanosi se puede dibujar en dos dimensiones tal que ninguna erista a
otra arista. En un grafoo dirigido, los vérticesv y w tienen un papel igual en la arista
{v,u}. Silas aristas tienetireccion, el grafoG esdirigido (tambiéndigrafo) y el vértice

v es elorigen(o inicio) de la arista dirigiddv, w) y el vérticew es el destino (o fin) de la
arista. Unbuclees una aristaeflexiva donde coinciden el vértice de origen y el vértice
de destino{v, v} o (v, v). Si un grafoG no cuente con ninguna arista reflexiva, el grafo
esno reflexivo

En el caso generaly puede ser umulticonjuntq es decir, es posible que haya mas de una
arista entre un par de vértices. En tal caso, el grafo salhauitigrafo. Si no se permiten
aristas maltiples, el grafo esmple

Si se asignapesosv (v) w (0 costos o longitudes) a las aristas, el grafp@sderadoSi
se asignadentidada los vértices o las aristas, es decir que sean distinguiblgrafo es
etiquetado
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1.8.2. Adyacencia

Dosaristas{v;, v2} y {wy, w2} de un grafo soadyacentesi tienen un vértice en coman:
{1, v} N {wr, wa}] > 1 (1.73)
(el valor puede ser mayor a uno solamente en un multigrafeg.dsista egcidentea un

vértice si ésta lo une a otro vértice.
Dosveérticesv y w son adyacentes si una arista los une:

{v,w} € E. (1.74)
Vértices adyacentes son llamad@inosy el conjunto de vecinos del vértieese llama

suvecindarioy se denota cof (v).

La matrizA que corresponde a la relaci@hse llama lamatriz de adyacencidel grafo;
para construir la matriz, es necesario etiquetar loscgstpara que sean identificados
comowy, vy, . . ., v,. La matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es singetric

Para representar la adyacencia de multigrafos, es mejodabar la matriz binaria y

construir otra matriz enterA’ donde el elemento;j > () contiene el nUmero de aris-

tas entrev; y v;. Para grafos ponderados, es mejor usar una matriz (A¢atjonde el
elementaz;; contiene el peso de la arisa;, v; } 0 cero si no hay tal arista en el grafo.

El gradodeg (v) de un vérticev es el nimero de aristas incidentes. &ara grafos diri-
—
gidos, se define grado de salidaleg (v) de un vérticex como el nimero de aristas que

tienen su origen en y el grado de entrada<§g (v) dev como el nUmero de aristas que
tienen su destino em El grado total de un vértice de un grafo dirigido es

— —
deg (v) = deg (v) + deg (v) . (1.75)
En un grafo simple no dirigido, el gradteg (v;) del vérticev; es la suma de I§ésima

filadeA.
Nota que siempre aplica

> deg (v) = 2m. (1.76)

La sumacion sobre € V quiere decir que cada vértieedel conjuntol’ se toma en
cuenta una vez en el calculo.

En un grafo simple no reflexivo, aplica
deg (v) = |T" (v)]. (1.77)

Sitodoslos vértices tienen el mismo gradpel grafo esegular, o mejor dichok-regular.

En un grafon — 1-regular, cada vértice esta conectado a cada otro ggrticuna arista.
Se llama un grafeompletoy se denota pokK,,.
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1.8.3. Grafos bipartitos

Un grafo bipartito es un grafoG = (V, E) cuyos vértices se pueden separar en dos
conjuntos disjunto§’ y W,

UNwW=0,UUW =V (1.78)
tal que las aristas solamente unen vértices de un conjontalgunos vértices del otro:

{u,u}e E=(uelUAweW)V(ueWAweU). (1.79)
En un grafobipartito completoestan presentasedaslas aristas entr& y 1. Se denota

tal grafo pork,;, dondea = |U| y b = |W|. Nota que pards,;,, siempre aplica que
m =a-b.

1.8.4. Densidad

El nUmero maximo posible de aristas en un grafo simple es

_(n\ _n(n—-1)
Mmax = <2) — 9 . (180)
Parak,, tenemosn = m,,;,. Ladensidad (G) de unG se defina como
5 (G) = _mo_m (1.81)

n
Mmsx (2)

Un grafodensdiened (G) =~ 1y un grafoescasdiened (G) < 1.

1.8.5. Caminos

Una sucesion de aristas adyacentes que empiezg égrmina enw se llama urcamino
dev aw. El largo de un camino es el numero de aristas que contiene el camino. L
distanciadist (v, w) entrev y w es el largo minimo de todos los caminoswda w. La
distancia de un vértice a si mismo es cerodBEmetrodiam (G) de un grafoG es la
distancia maxima en todo el grafo,

diam (G) = maxdist (v, w). (1.82)

veV
weV

Un caminosimplesolamente recorre la misma arista una vez maximo, nunceates o
mas. Unciclo es un camino que regresa a su vértice inicial. Un grafo qumueate con
ningln ciclo esaciclico. Un grafo no dirigido aciclico es necesariamente un anerio
en grafos dirigidos la ausencia de ciclos no implica que seahol. Un grafo es bipartito
si 'y s6lo si no tiene ningln ciclo de largo impar.
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1.8.6. Conectividad

Un grafo G esconexosi cadapar de vértices esta conectado por un camino. Si por al-
gunos veértices y w no existe ningn camino dea w en el grafoG, el grafoG esno
conexg la distancia entre los dos vértices no esta definido, yoesacuencia el diametro
diam (G) del grafo tampoco es definido. Un grafesfuertemente conexs cada par de
vértices esta conectado mmenos dosaminos disjuntos, es decir, dos caminos que no
comparten ninguna arista.

Un grafo no conexo se puede dividir en dos o m@sponentes conexqae son formados
por tales conjuntos de vértices de distancia definida.

1.8.7. Subgrafos
Un grafoG(S) = (S, F') es unsubgrafodel grafoG = (V, E) siS C V'y F C E tal que

{v,u} e F= ((veS)A(weS)). (1.83)

Cada componente conexo es un subgrafo conexo maximal, @ sem| no se puede
afadir ningln otro vértice sin romper conectividad.

Un subgrafo que completo se dice wanarilla (inglés: clique).

Un grafoG; esisomorfoa otro grafoG, si y solo si existe una funciofi: V; — V5 de
los verticesl; de GG, a los vértices/; de GG, tal que para en conjunto de aristas@g
denotado poF, y lo de las aristas d€';, denotado poF, aplica que

{vl,ul} € E1 = {f(Ul), f(ul)} € EQ. (184)

1.8.8. Arboles

Un arbol es un grafo conexo aciclico. Warbol cubriente(también: un arbol dexpan-
sion) de un grafaG = (V, E') es un subgrafo derafo que es un arbol y contiene todos
los vértices de-. Si el grafo es ponderado, el arbol cubriemi@imoes cualquier arbol
donde la suma de los pesos de las aristas incluidas es midimgrafoG no conexo es
unbosquesi cada componente conexo @ees un arbol.



Capitulo 2

Problemas y algoritmos

En este curso, veremos como analizar de complejidad de ataeptos diferentes de
computacionproblemasy algoritmos Un problema es un conjunto (posiblemente infi-
nita) deinstanciasjunto con una pregunta sobre alguna propiedad de las ingsafn
algoritmo es un proceso formal para encontrar la respuestacta a la pregunta de un
problema para una cierta instancia del problema.

2.1. Problema

Problemas en general son conjuntos de instancias al cuesponde un conjunto de solu-
ciones, junto con unarelacion que asocia para cada inatelgproblema un subconjunto
de soluciones (posiblemente vacio).

Los dos tipos de problemas que estudiamos son los problemdasiddbny los problemas
de optimizacon . En los primeros, la respuesta es siempre “si“ 0 “no”, manen la
segunda clase de problemas la pregunta es del tipo “cubiregar valor posible” o “con
gué configuracion se obtiene el mejor valor posible”.

2.1.1. Problema de deci$in

En un problema de decision, la tarea es decidir si 0 no lxitelaentre instancias y
soluciones asigna un subconjunto vacio a una dada inata®icexisten soluciones, la
respuesta a la pregunta del problema es “si”, y si el subotmjs vacio, la respuesta es
HnO”.

2.1.2. Problema de optimizad@n

Para problemas de optimizacion, la instancia esta costaer un conjunto de configu-
raciones, un conjunto de restricciones, y ademagwmadbn objetivoque asigna un valor

23
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(real) a cada instancia. Si las configuraciones son dis;retproblema esombinatorial

La tarea es identificar cual de las configuracidiaetibles es decir, las que cumplen con
todas las restricciones, tiene el mejor valor de la funoijetivo. Depende del problema
si el mejor valor es el mayor (problema a&aximizacdbn) o el menor (problema deini-
mizacbn). La configuracion factible con el mejor valor se llama&tducibn dbptimade la
instancia.

2.2. Algoritmo

Un algoritmo es un método de solucion para resolver una dada instaacim cierto
problema. En computacion, por lo general, se escribe @rigigo en un lenguaje de
programacion para ser ejecutado por una computadora.pljerde algoritmos son los
métodos sistematicos de resolver los problemas sigsent

= ¢ Como encontrar un nombre en la guia telefonica?
= ;COmo llegar de mi casa a mi oficina?

= ¢, Como determinar si un dado nUmero es un nimero primo?
Para definir un algoritmo, hay que definir primero dos comgsnt

(1) un conjunto& de lasentradasdel algoritmo, que representan las instancias del
problemay

(1) un conjuntoS de lassalidas que son los posibles resultados de la ejecucion del
algoritmo.

Para un problema, por lo general existen varios algoritroagiiferente nivel de eficien-
cia (es decir, diferente tiempo de ejecucion con la mismstantia del problema). En
algoritmosdeterministasla salida del algoritmo depende Gnicamente de la entrada d
lo mismo, por lo cual se puede representar el algoritmo conagofuncionf : £ — S.
Existen también algoritmgsrobabilistaso aleatorizadoglonde esto no es el caso.

Los algoritmos se escribe como sucesionasskeuccionegjue procesan la entragdae £
para producir el resultadp € S. Cada instruccion es una operacion simple, produce un
resultado intermedio Gnico y es posible ejecutar con eficée

La sucesiory de instrucciones tiene que ser finita y tal que para tode, si P esta eje-
cutada con la entrada el resultado de la computacion sefgp) € S. Seria altamente
deseable que para togdas £, la ejecucion de& terminara después de un tiempo finito.

Los algoritmos se implementa como programas de computdferetes lenguajes de
programacion. El mismo algoritmo se puede implementarifenehtes lenguajes y para
diferentes plataformas computacionales. En este cuisejdémplos siguen las estructuras
basicas de programacion procedural, en pseudocodrgoiga a C y Java.
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2.2.1. Algoritmo recursivo

Un algoritmorecursivoes un algoritmo donde una parte del algoritmo utiliza a sk mis
ma como subrutina. En muchos casos es mas facil entenélerdén de un algoritmo
recursivo y también demostrar que funcione correctaméhtealgoritmo que en vez de
llamarse a si mismo repite en una manera ciclica el misrd@goése dicdterativo. En
muchos casos, el pseudocodigo de un algoritmo recursiubtaemas corto que el pseu-
docbdigo de un algoritmo parecido pero iterativo para elnma problema. Es un hecho
universal que cada algoritmo recursivo puede ser coneatich algoritmo iterativo (aun-
gue no viceversa), aunque tipicamente hace dafo a lanefizidel algoritmo hacer tal
conversion. Depende del problema cual manera es masrgéicrecursiva o iterativa.

Como ejemplo, veremos dos algoritmos para verificar si o r@odada palabra (una sola
palabra de puras letras; en espafol, tipicamente igdoras acutes de las letras) es un
palindromq o sea, que se lee igual hacia adelante que hacia atras.ebhplejde tal
palabra es “reconocer”. Un algoritmo recursivo simpleraetaminaria la primera y la
Ultima letra. Si son iguales, el algoritmo los quita de laesion de letras y llama a si
mismo para ver si el resto también lo es. Al recibir una séoede un simbolo o vacio,
el algoritmo da la respuesta “si”:

procedure rpal(palabraP = (145 ... 4, 14,)
ifn<1
return true ;
if {1 =15
return rpal(lals ... 0, _ofn — 1);
else
return false

Una version iterativa examinaria al mismo tiempo desdeab y desde el fin verificando
para cada letra si son iguales:

procedureipal(palabraP = (145 ... 0, 14y)

. =1,
Jj=mn;
while 7 < j
if £; # ¢
return false ;
else
=1+ 1
J=J—-1

return true ;

2.3. Calidad de algoritmos

Las dos medidas mas importantes de la calidad de un algosibm
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(1) el tiempo total de computacion, medido por el nUmero deragiones de computo
realizadas durante la ejecucion del algoritmo, y

() la cantidad de memoria utilizada.

La notacion para capturar tal informacion es a travésideiones de complejidad

Para eliminar el efecto de una cierta computadora o un derguaje de programacion, se
considera que el algoritmo se ejecuta en una maquina “rmodeiual tipo RAM (inglés:
random access machine) que no tiene limite de memorianiielde precision de repre-
sentacion de nimeros enteros o reales.

2.3.1. Operacdn basica

Para poder contar las operaciones que ejecuta un algohgayue definir cuales ope-
raciones se cualifican como operaciones basicas. Tipnse considera basicas los
siguientes tipos de operaciones:

(1) operaciones simples aritméticas, (-, x, /, mod ),
(1) operaciones simples logicas,(/, -, —, <),
(i) comparaciones simples: (>, =, #, <, >),
(1v) asignaciones de variables-{,

(v) instrucciones de saltd( eak, cont i nue, etcétera).

2.3.2. Tamao de la instancia

Para un cierto problema computacional, existen tipicaenarias si no una cantidad infi-
nita de instancias. Para definirtamaio de una dicha instancia, hay que fijar cual sera la
unidad basica de tal calculo. Tipicamente se utilizadatidad de bits, bytes, variables
enteras, etcétera que se necesita ocupar para represgnarlema en su totalidad en la
memoria de una computadora.

Para un algoritmo de ordenar una lista de nUmeros, el tadi@fa instancia es la cantidad
de nUmeros que tiene como entrada. Por ejemplo, si la iriatas un grafo, su tamafo es
bien capturado en la suma-m, como ninguno de los dos numeros so6lo puede capturar el
tamano de la instancia completamente. En realidad, panalgucada arista, se necesita
guardar su punto de inicio y su punto final, sumand@:@npero por lo general se suele
ignorar multiplicadores constantes en tal analisis, cearemos en seccion 2.3.5.
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2.3.3. Funciones de complejidad

Incluso se fijamos el tamafio de la instancia, todavia hagcianes en la cantidad de
tiempo requerido para la ejecucion del algoritmo. Por ejemes mas dificil ordenar
la lista[3,5,2,9,1] que la lista[1, 3,5, 6, 7], como la segunda ya esta ordenada. Lo que
gueremos nosotros es tal caracterizacion de la calidadh dégoritmo que nos facilita
hacer comparaciones entre algoritmos. Las solucionasy@clel uso detaso peoycaso
promedioy el caso amortizado

Funcion del peor caso

Formamos una funcion de complejidad Z* — Z™ tal que para un valor, el valor f (n)
representa el nUmero de operaciones basicas pmaselificil de todas las instancias de
tamafon. La Unica dificultad es identificar o construir la instargige es el peor posible
para la ejecucion del algoritmo.

Funcion del caso promedio

Formamos una funcion de complejidg@d: Z* — R tal que para un valon, el valor

f(n) representa el nUmenaromediode operaciones béasicas sobre todas las instancias
de tamafo:. Aqui la parte con posible dificultad es la estimacion ddigribucion de
probabilidad: ¢,con qué probabilidad ocurren difererifesstde instancias? En practica,

si el peor caso es muy raro, resulta mas Gtil estudiar el pesmedio, si es posible.

Complejidad amortizada

En algunos casos, es posible que el tiempo de ejecucion @dégaritmo depende de

las ejecuciones anteriores. Este ocurre cuando uno processerie de instancias con
algln tipo de dependencia entre ellas. En tal caso, lasdiues de peor caso y caso
promedio pueden resultar pesimistas.damplejidad amortizadairve para evaluar la

eficiencia de un algoritmo en tal caso. La idea es ejecutdgetiamo varias veces en

secuencia con diferentes instancias, ordenando las aissatle la peor manera posible
(para consumir mas recursos), calculando el tiempo tet&jecucion, y dividiendo por

el nUmero de instancias. En muchos casos, la computaei@abmplejidad amortizada
resulta razonable y no demasiado compleja.

2.3.4. Consumo de memoria

Ilgual como el tiempo de ejecucion, @nsumo de memories una medida importante
en la evaluacion de calidad de algoritmos. Hay que defirét sera la unidad basica de
memoria para hacer el analisis: puede ser un bit, un byteawamable de tamafo cons-
tante de un cierto tipo. El caso peor de consumo de memorecasitidad de unidades de
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memoria que el algoritmo tendra que ocupar simultaneasenel peor caso imaginable.
Se define el caso promedio y el caso amortizado igual comold@mgo de ejecucion.

2.3.5. Anmalisis asinttico

La meta del analisis de algoritmos es evaluar la calidachdsEgoritmo en comparacion
con otros algoritmos o en comparacion a la complejidad d#lpma o alguna cota de
complejidad conocida. Sin embargo, tipicamente el cod&etpasos de computacion”
falta precision en el sentido que no es claro que cosas s#depa operaciones basicas.
Por eso normalmente se caracteriza la calidad de un algoptmlaclase de magnitud
de la funcion de complejidad y no la funcién exacta misnaanpoco son interesantes los
tiempos de computacion para instancias pequefas, seinsfancias grandes — con una
instancia pequefia, normalmente todos los algoritmosuserdresultados rapidamente.

Para definir clases de magnitudes, necesitamos las defiegcsiguientes. Para funciones
f:Z" —-Ryg:Z" — R, escribimos

(1) f(n) € O(g(n))side > 0talque|f(n)| < c|g(n)| para suficientemente grandes
valores der,

() f(n) € Q(g(n)) side > 0tal que|f(z)| > c|g(x)| para suficientemente grandes
valores den,

() f(n) € ©(g(n)) si3e,c > 0 tales quec - [g(z)] < |f(x)] < ¢ - [g(x)| para
suficientemente grandes valoresdg

(v) f(n) € o(g(n)) si lim S = 0.

n—oc g(n)

El simboloe se reemplaza frecuentemente cenlLa funcion O (f(n)) es unacota
superior asinbtica al tiempo de ejecucion, mientras &(f(n)) es unacota inferior
asinbtica. La tercera definicion quiere decir que las dos funcionesasr asintbticamente
iguales. Las definiciones se generalizan para funcionegydenantos maultiples.

Estas definiciones sdransitivas

(f(n) € O(g(n)) Ag(n) € O(h(n))) = f(n) € O (h(n)). (2.1)
Igualmente, si tenemos que
(f(n) € 2(g(n)) Ag(n) € Q(h(n))) = f(n) € Q(h(n)). (2.2)

Como este aplica pa@d (f(n)) y O (f(n)) los dos, aplica por definicion también para
O (f(n)).

Otra propiedad (til es que si

(f(n) € O(h(n)) Ag(n) € O(h(n)) = f(n)+g(n) € O(h(n)).  (2.3)
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1le+07

f(x) = e*
1e+06 F 1 w-e
100000 ¢ 1 - 2
10 =%

f(x) = x log,(x)
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e - o 0

10000 ¢
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Figura 2.1: Crecimiento de algunas funciones comUnmemtergrados en el analisis
de algoritmos. Nota que el ordenacion segin magnitud izaaitcomienzo, pero para
valores suficientemente grandes ya no hay cambios.

Sign) € O(f(n), f(n) + g(n) € O(f(n)). Esto nos permite faciimente formar
O (f(n)) de polinomios y muchas otras expresiones. Por definicibdemos ignorar
coeficientes numeéricos de los términos de la expresiden#@s con el resultado anterior
nos permite quitar todos los términos salvo que el térmomexponente mayor. Por lo
generalO (f(n)) es la notacion de complejidad asintotica mas comunengtilizado.

Una observacion interesante es la complejidad asiatdgdfuncionesogaritmicas para
cualquier basé > 0y cadax > 0 tal quez € R (incluso nUmeros muy cercanos a cero),
aplica qudog,(n) € O (n”) (por la definicion de logaritmo). Utilizando la definiciole
ecuacion 1.25 para cambiar la base de un logaritmo, llegatener

1
log,(n) = ——log,(n) € © (log,n), (2.4)
( ) logb(&) b( ) ( b )
porquelog,(a) es un constante. Entonces, colvg,(n) = O (log, n), no hay necesidad
de marcar la base en una expresion de complejidad asat@in logaritmos.

Otra relacion importante es que paratade 1y todok > 0, aplica quex” € O (2™) —
es decir, cada polinomial crece asintoticamente maanesnte que cualquiera expresion
exponencial.

En términos no muy exactos, se dice que un algoritmefiegentesi su tiempo de ejecu-
cion tiene una cotauperiorasintotica que es yoolinomia Un problema que cuenta con
por lo menos un algoritmo eficiente es un problgrabnomial Un problema esitratable

si no existe ningn algoritmo eficiente para resolverlanbgn se dice que un problema
sin solucbnsi no cuenta con algoritmo ninguno. El el siguiente capitotmulamos estes
tipos de conceptos formalmente.

Para ilustrar el efecto del tiempo de ejecucion, el cuadtqalaptado de [10]) muestra
la dependencia del tiempo de ejecucion del nUmero de cipees que se necesita.
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Cuadro 2.1: En la tabla (originalmente de [10]) se muestra giferentes valores deel
tiempo de ejecucion (en segundos (s), minutos (min), Hbjadias (d) o afios (a)) paraun
algoritmo necesita exactamenté:) operaciones basicas del procesador para encontrar
solucion y el procesador es capaz de ejecutar un millomsteuicciones por segundo.

Si el tiempo de ejecucion es mayoi @® afios, lo marcamos simplemente comax,
mientras los menores a un segundo sor). El redondeo con tiempos mayores a un
segundo estan redondeados a un segundo entero mayor & deeao minuto, al minuto
entero mayor si menores a una hora, la hora entera mayor siresea un dia, y el afo
entero mayor si medidos en ainos.

f(z)(f)—ﬁ n  nlogyn n? n? 1,5" 2n n!
10 ~0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 4s

30 ~0 ~0 =0 ~0 ~0 18 min  10% a

50 ~0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 11 min 6a =~oo

100 ~0 ~0 ~0 s 12,892a 107 afios =~ oo

1000 =~ 0 ~ 0 1s 18 min SAe's) S¥e S Ne'S
10000 =~ 0 ~0 2min 12d ~ 00 ~Noo A~ oo
100000 ~0 2s 3h 32a SXes) S¥e S Ne'S

1000000 1s 20s 12d 31710 a ~~ 00 ~NOoO RO



Capitulo 3

Modelos de computaadn

3.1. Maquinas Turing

Un modelo formal de computacion es lo denquina Turing Las maquinas Turing
pueden simular cualquier algoritmo con pérdida de efiggemsignificante utilizando
una sola estructura de datos: una sucesion de simbolitsestuna cinta (infinita) que
permite borrar y imprimir simbolos. Formalmente, se defina maquina Turing/ =
(K,%,0,s) por

(1) un conjunto finito deestadogk,

(1) un conjunto finito desimbolosY:, que se llama ehlfabetode M que contiene dos
simbolos espaciales, > € ¥,

() unafuncion de transicdn

5K x 3 — (K U{“alto”,*si”,“no"}) x T x {—,—,—},  (3.1)

(Iv) un estado dalto “alto”, un estado deceptosi’ y un estado deechazd'no” y

(v) direccionedlel puntero — (derecha)+ (izquierda) y— (sin mover).

La funcion captura el “programa” de la maquina. Si el estado actugl esK vy el
simbolo actualmente bajo el punteroces ¥, la funcioné nos da

6(q,0) = (p,p; D), (3.2)

dondep es el estado nuevp es el simbolo que sera escrito en el lugasgeD € {—, —

,—} es la direccion a la cual movera el puntero. Si el punterevaduera de la sucesion
de entrada a la derecha, el simbolo que es leido es siem{pme simbolo blanco) hasta
gue la maquina lo reemplaza por imprimir algo en esa pmsid€ la cinta. El largo de la

31
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cinta en todo momento es la posicibn mas a la derecha peida maquina, es decir, la
mayor cantidad de posiciones utilizada por la maquinaaresualidad.

Cada programa comienza con la maquina en el estado imiciah la cinta inicializada
a contenerz, dondex es una sucesion finita de simbolos(@h— {U})*, y el puntero
puntando & en la cinta. La sucesianes la entrada de la maquina.

Se dice que la maquina se Hatenidosi se ha llegado a uno de los tres estados de alto
{“alto”, “si”, “no” }. Si la maquina se detuvo en “si”, la maquimezeptala entrada. Si la
maquina se detuvo en “no”, la maquirehazasu entrada. LaalidaM (x) de la maquina

M con la entrada se define como

(1) M(x) = “si” si la maquina acepta,
(1) M(z) = “no” sila maquina rechaza,

() M(xz) =y silamaquinallega a “alto” yy LILI. .. es la sucesion escrita en la cinta
de M en el momento de detenerse y

(iv) M(x) =" si M nunca se detiene con la entrada
Un ejemplo es la maquina siguiente para el computa del dadon € Z, n > 0, en

representacion binaria. Tenemos dos estadpg (ademas del estado “alto”) y cuatro
simbolosX = {0, 1, LJ,>}. La funcion de transicion se define como

peK oceX|dp,o)

s, 0 (s,0,—)

S, 1 (s,1,—)

5, L (¢, U, )

s, > (s,p, —>)

q, 0 (“alto”, 1,-)
q 1 (40, <—)

q, > (“alto”, >, —)

Unaconfiguracon (¢, w, u) es tal quey € K es el estado actualy, u € >* tal quew es
la parte de la sucesion escrita en la cintaiadaierdadel puntero, incluyendo el simbolo
debajo del puntero actualmentey s la sucesion a la derecha del puntero.

La relacion “rinde en un pase% es la siguiente:

(g w,u) 2 (¢, ') (3.3)

asi que sir es el tltimo simbolo de y 6(q,0) = (p, p, D), aplica quey = py losw’

y u' se construye seglip, p, D). Por ejemplo, sD =—, tenemosw’ igual aw con el
altimo simbolo reemplazado pery el primer simbolo de: concatenado. Si es vacia,
se adjunta unl aw. Siu no es vaciay’ es comou pero sin el primer simbolo, y s es
vacia,u’ también la es.
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Para la relacion “rinde eh pasos”, definimos

k
(q,w,u) M (¢, w' u) (3.4)

si y solo si existen configuracionég, w;, u;),i =1, ...,k + 1 asi que

(l) ((quu) - (Q177~U1,U1),
M .
(1) (@5, wi, i) = (Qig1, Wig1, Uig1), 0 =1,.. . kY

() (¢, w',u') = (Qrs1, Wet1, Wer)-

La relacion de “rinde en general” definimos como

*

(qw,u) 2 (¢, w', ) (3.5)

k x
. . - M ., M .
siysolosidk > 0talque(q, w,u) — (¢, w’,u'). Larelacion— eslaclausura transitiva

y reflexiva de.

Las maquinas Turing son una representacion bastanteahpfura resolver muchos pro-
blemas sobre sucesiones, como por ejemplo reconocer jesgeaal. C (X — {U})*
un lenguaje. Una maquina Turindd decideel lenguajel siy solo si para toda sucesion
x € (X —{u})*aplicaquesic € L, M(z) ="si"ysixz ¢ L, M(x) ="no”. La clase de
lenguajes decididos por alguna maquina Turing son losuiajegrecursivos

Una méaquina Turingiceptaun lenguajel si para toda sucesion € (X \ {U})* aplica
que six € L, M(x) = “si”, perosiz ¢ L, M(z) = /. Los lenguajes aceptados por algin
magquina Turing somecursivamente numerableNota que sil es recursivo, también es
recursivamente numerable.

Para resolver un problema de decision por una maquinag,ua que se hace es decidir
un lenguaje que consiste de representaciones de las ilastalet problema que corres-

ponden a la respuesta “si”. Los problemas de optimizaesbain resueltos por maquinas
Turing que hagan el computo de una funcion apropiada desgutes a sucesiones, re-
presentando tanto la entrada como la salida en formato dsisnes con un alfabeto

adecuado.

Técnicamente, cualquier “objeto matematico finito” paiser representado por una su-
cesion finita con un alfabeto adecuado. Por lo general endsnsiempre deberian estar
representados como nimeros binarios.

Por ejemplo, para representar grafos, se puede preparaucesion con informacion de
n 'y después los elementos de su matriz de adyacencia. Sirexetias maneras de hacer
la codificacion, todas las representaciones tienen Igggbsomialmente relacionados:
siendoN el largo de una representacion de una dada instancia,risst@nen largo no
mayor ap(N) dondep() es algun polinomio. La Unica excepcion es la diferenntaeela
representacion singular (inglés: unary) en comparacan la representacion binaria: la
singular necesita una cantidad exponencial de simboltzsa@nta.
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Cuadro 3.1: Instrucciones de las maquinas de accesore@®am). Aquij es un entero,

r; es el contenido actual del registRy, i; es el contenido del registro de entradala
notacione significa que puede ser reemplazado por cualquier de logpgeradoreg, | j

o= j— 2’ es el resultado de tal reemplazces el contador del programa que determina
cual instruccion dél se esta ejecutando.

Instruccion | Operando | Semantica
READ j Ty ‘= ij

READ T T 1= iy,
STORE J Tj =Ty
STORE T T, =To

LOAD x ro:i=a

ADD x ro:=rq+a
SUB x ro =19 — '
HALF T = [ %]
JUMP J K:=]

JPOS J Sirg>0,k:=7
JZERO J Sirg=0,k:=J
IJNEG J Sirtg <0,k:=J
HALT k=0

3.2. Maquinas de acceso aleatoridRAM)

Una pregunta interesante es si se puede implemengqguier algoritmo como una
maquina Turing. Hay una conjectura que dice que cualquiento razonable de mo-
delado matematico de algoritmos computacionales y sucéi¢an terminos de tiempo
de ejecucion) resultara en un modelo de computaciontp cesoperaciones que es equi-
valente, con diferencia polinomial, a lo de maquinas Tairin

Un modelo ideal de computacion es lo de maquinas de actest@o (inglés: random
access machines ARl) . Un RAM es capaz de manejar nUmeros enteros de tamafio arbi-
trario. La estructura de datos de unNR es un arreglo desgistrosRy, R;, R,, . . ., cada

uno con capacidad de un entero cualquiera, posiblemené¢ivieedJn programa RM es

una sucesion finita de instrucciones de tipo assemiilet, (m, m, ..., 7). La entrada

al programa esta guardada en un arreglo finito de registresladd, I, . . ., I,,.

El primer registra-, sirve como una acumuladora y las instrucciones posiblesissina
en el cuadro 3.1

Unaconfiguracones un paC’ = (k, R), dondex es el contador del programa que deter-
mina cual instruccion dH se esta ejecutandoyy = {(j1,7j, ), (J2: 7js)s - - - » (Jk, 7j,.) } €S
un conjunto finito de pares registro-valor. La configuradi@cial es(1, (). Se define una
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Cuadro 3.2: Una Rm para computar la funciop(z, y) = |« — y| para enteros arbitrarios
x,y. La entrada del ejemplo ds= (6, 10), 0 sea; = 6y y = 10, lo que nos da como
resultadas(/) = 4. Las configuraciones para el ejemplo se muestra a la deradatyas
el programa general esta a la izquierda.

Programa | Configuracion

READ 2| (1, 0)

STORE 2| (2, {(0,10)})

READ 1| (3, {(0,10),(2,10)})

STORE 1| (4, {(0,6),(2,10)})

SUB 2| (5, {(0,6),(2,10),(1,6)})

JNEG 8| (6, {(0,—4),(2,10),(1,6)})

HALT (8, {(0,—-4),(2,10),(1,6)})

LOAD 2| (9, {(0,10),(2,10),(1,6)})

SUB 1((10, {(0,4),(2,10),(1,6)})

HALT (0, {(0,4),(2,10),(1,6)})
relacion de un paso

(k,R) = (v, R) (3.6)

entre las configuraciones para un programaiR1 y una entradd den instrucciones:

v’ es el valor nuevo de después de haber ejecutado la instruccion en posicipota
gue no es necesariamente= « + 1) y R’ es una version posiblemente modificada de
R donde algin pafj, ) puede haber sido removido y algin g#r «') afadido segn la

k
. ., — . 1
instruccion en posicior del programdl. Esta relacion induce otras relaciones (“da
" H7I* (1] ” & 1 1
enk pasos”) y— (“da eventualmente”) como en el caso de las maquinas Turing

Si D es una sucesion finita de enteros, se dice que una maquataeso aleatorioom-
puteuna funciong : D — Z siy solo si para todéa € D aplica que

ILr*

(1,0) = (0,R) (3.7)

asi que(0,¢(I)) € R. Como un ejemplo, tenemos laaAR que computa la funcién
¢(z,y) = |z — y| en el cuadro 3.2.

El modelo de tiempo de ejecucion es el siguiente: la ejéoudé cada instruccion cuenta
como un paso de computacion. La abstraccion normalmentderala sumacion de en-
teros grandes como es algo que no se puede hacer rapidaifent@én hay que tomar
en cuenta que multiplicacion no esta incluida como irtstin y que se implementa por
sumacion repetida. El tamafio de la entrada se considéogaritmos seab; una repre-
sentacion binaria del valor absoluto un entésin ceros no significativos al comienzo.
Para valores negativos, pensamos que hay un bit “gratuéd pl signo. El largo del
entero en el contexto/ es el nimero de bits €n. El largo de la entrada entefd 1)

es la suma de los largos de los enteros en estos téerminos.
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Se dice que un programaR IT computauna funciony : D — Z en tiempof(n) donde
f: Nt — N siy s6lo si paratodé € D aplica que

1, 7%

(1,0) = (0,R) (3.8)

asi quek < f(L(])).

Con una RM, se puede simular una maquina Turidg con un alfabetoX =
{o1,...,01} con pérdida lineal de eficiencia. El rango de entradas [essipara la
RAM simulando aV/ es

Ds = {(i1,-..,in,0) | n>0,1<i; <k, j=1,...,n}. (3.9)

Para un lenguajé. C (X — {U})*, hay que definir una funcion;, : Dy — {0,1}

asi quepy (iy, .. .,i,,0) = 1 siy solo sio;, ---0;, € L. La tarea de decidir el lenguaje
L es equivalente a la tarea de computgr La idea de la construccion es preparar una
subrutina RM para simular cada transicion de una maquina Tukihgue decidd.. Eso

se puede probar formalmente, llegando a la teorema siguient

Teorema 3.1.Dado un lenguajé. que se puede decidir en tiemptn) por una maquina
Turing, existe una RM que computa la funciéa;, en tiempoO (f(n)).

También funciona viceversa: cada® se puede simular con una maquina Turing con
pérdida de eficiencia polinomial. Primero hay que represda sucesion de entrada=
(i1,...,1,) de enteros como una cadena= b;; bs; . . . ; b, dondeb; es la representacion
binaria del entere;. Ahora seaD un conjunto de sucesiones finitas de enterps y) —

7. Se dice que una maquina Turing computap si y solo si para cualquidr € D aplica
quel (br) = by(r), dondeby ) es la representacion binaria del).

La prueba de este resultado utiliza maquinas Turingstetecintas. Para muchos casos,
es mas facil considerar maquinas Turingailgtas nilltiples aunque todas esas maqui-
nas pueden ser simuladas por una maquina Turing ordinasasiete cintas sirven los
propositos siguientes:

(1) una cinta para la entrada,

(1) una cinta para representar los contenidos de los regsitr@si representacion bi-
naria, como pares de numero de registro y su contenidoasgmpor el simbolo

(i) una cinta para el contador de programa
(Iv) una cinta para el nUmero de registro que se busca actutiypen

(v) tres cintas auxiliares para usar en la ejecucion de lasisw@ones.

Teorema 3.2.Si un programa BM compute la funcion en tiempof(n), existe nece-
sariamente una maquina Turidd de siete cintas que compute la misma funcioen
tiempoO (f(n)?).
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La idea es que cada instruccion del programauR1 se implementa por un grupo de es-
tados del/. En la segunda cinta de la maquina ldayf (n)) pares. Se necesi€ ((f(n))
pasos para simular una instruccionlfledondef es el tamaifo maximo de todos los ente-
ros en los registros. Entonces, simulaciorideon M requiereO (¢ f(n)?) pasos.

Todavia habréa que establecer due O (f(n)) para llegar a tener Teorema 3.2. Cuando
se ha ejecutadbpasos del programia con la entradd, el contenido de cada registro tie-
ne largo maxima + L; + b; dondej es el entero mayor referido a el cualquier instruccion
dell. Esto es valido para= 0. Por induccion, probamos que si esto es verdad hasta el
paso numero— 1, sera valido también en el paso nUmerBara establecer la prueba por
induccion, hay que analizar los casos de diferentes tipassirucciones. Las instruccio-
nes que son saltos, HALT, LOAD, STORE o READ no crean valotevos, por lo cual

no alteran la validez de la proposicion. Para la operaaitimética ADD de dos enteras

y j, el largo del resultado es uno mas el largo del operando nfpgoaritmética binaria),

y como el operando mayor tiene largo maxitne 1 + L; + b;, hemos establecido

l+t—1+L;+bj=t+N()+ N(B) (3.10)

y asi llegado a validar el Teorema 3.2.

3.3. Maquinas Turing no deterministas

El modelo de maquinas Turimgp deterministagNTM) no son un modelo realistico de
computacion, pero nos va a servir mucho para definir compléjcomputacional. Se
puede simular cada maquina Turing no determinista con @ugima Turing determinista
con una pérdida exponencial de eficiencia. La preguntaeisé@te — y abierta — es si
es posible simularlas con pérdida solamente polinomiafideencia.

Una maquina Turing no determinista es un cuadriple (K, %, A, s) donde la diferen-
cia a una maquina Turing determinista es que alorao es una funcién de transicion,
pero unaelacion de transiabn:

A C (K x 3) x [(K U {"alto”,“si”,"n0”}) x & x {—, —, —}]. (3.11)

La definicibn de una configuracibn no cambia, pero la rélace un paso generaliza:
N . , . - e, , ,

(¢, w,u) = (¢',w',u') siy s6lo si la transicion esta representada por algémehto en

A.

Cualquier computacion dé&/ es una secuencia de selecciones no deterministas. Una
maquina Turing no deterministceptasu entrada si existe alguna secuencia de selec-
ciones no deterministas que resulta en el estado de adaptaci. Una maquina Turing

no deterministaechazasu entrada si no existe ninguna secuencia de seleccionesare d
ministas que resultara en “si”. Btado de no determinisnmae una N'm N es la cantidad
maxima de movimientos para cualquier par estado-sindiol®.
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Se dice que una N N decide un lenguajé siy soblo si para toda: € X* aplica lo
siguiente:

*

x € L siysolo si(s,>,x) A (“si”, w, u) (3.12)
para algunas cadenasy u.

Ademas, una MM N decide un lenguajé en tiempof(n) siy solo siN decideL y para
todox € ¥* aplica lo siguiente:

((s,5,2) X (qyw,) = (k < f(J2])). (3.13)

Esto quiere decir que todos los caminos de computacion &tel de las decisiones no
deterministas tiene largo maxinfa|x|).

3.4. Maquina Turing universal

Como las hemos definido, cada maquina Turing es capaz deeesa cierto problema.
Ahora definimos una maquina TuringiiversalU la entrada de la cual éa descripcon
de una rdquina TuringM junto con una entrada paralM y la funcion delU es tal que
U simula a)M conx asi quel/ (M;x) = M(x).

Habra que ver como representar una maquina Turing pocagena se simbolos de algin
alfabeto. Dada una maquina Turidd = (K, X, 4, s), podemos codificarlo utilizando
nimeros enteros de la manera siguiente, dondeX| y k& = |K|:

Y o= {1,2,...,¢},
K = {¢c+1,¢+2,...,¢+k},
dondes = ¢+ 1y finalmente
{«,—,—,"alto”,“si”,"no”} = {c+k+1,¢c+k+2,...,c+k+6}.

(3.14)

Ahora, para lograr un alfabeto finito, codificamos todo estolas representaciones bina-
rias y el simbolo “;":M = (K, 3,0, s) esta representada pbf, = bs; bx; bs donde cada
entero; esta representado corbacon exactamentgog(s + &+ 6)] bits y la codificacion
ded es una secuencia de pal¢sg, o), (p, p, D)) de la funcion de transiciof utilizando
las representaciones binarias de sus componentes.

La maquina universdl necesita ademas de la cinta de entrada donde tiemea cinta
S, para guardar la descripciaW, de M y otra cintaS; para guardar la configuracion
actual deM, (¢, w, ). Cada paso de la simulacion consiste de tres fases:

(1) Buscar ensS; para el entero que corresponde al estado actudl de
(n) Buscar enS; para la regla dé que corresponde al estado actual.
() Aplicar la regla.

(iv) EncuantaV para, tambiéii/ para.
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3.5. Maquina Turing precisa

SeaM una maquina Turing con multiples cintas, deterministaopcon o sin entrada y
salida. La maquinad/ esprecisasi existen funcioneg y g tales que para todoe > 0,

para toda entrada del largo|z| = n y para cada computacion de aplica queM

para después de exactamefiter|) pasos de computacion y todas sus cintas que no son
reservados para entrada o salida tienen largo exactagéntecuando)M para.

Dada una maquind/ (determinista o no) que decide el lenguajen tiempof(n) donde

f es una funcibn correcta de complejidad. Entonces nee@sante existe una maquina
Turing precisaM’ que decideL en tiempoO (f(n)). La construccion de tal maquina
M’ es asi queV/’ usaM; para computar una “vara de medirf(=) y simulaM o por
exactamentef(|z|) pasos. Lo mismo se puede definir para espacio en vez de tiempo,
alterando la construccion de’ asi que en la simulacion de, se ocupa exactamente
f(|z|) unidades de espacio.
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Capitulo 4

Complejidad computacional de
problemas

4.1. Clases de complejidad de tiempo

Empezamos a definaglases de complejidacbmputacional a través de las maquinas Tu-
ring deterministas y no deterministas:

Definicion 4.1.Una clase de complejiddfIME (f(n)) es el conjunto de lenguajds
tales que una maquina Turing (determinista) dedidn tiempof (n).

Definicion 4.2.Una clase de complejid@d TIME (f(n)) es el conjunto de lenguajés
tales que una maquina Turing deterministalecidel en tiempof(n).

Definicion 4.3.El conjuntoP contiene todos los lenguajes decididos por maquinasgurin
(deterministas) en tiempmolinomial

P = | J TIME (n*). (4.1)

k>0

Definicion 4.4.El conjuntoNP contiene todos los lenguajes decididos por maquinas Tu-
ring no deterministagn tiempagpolinomial,

NP = | NTIME (n*). (4.2)

k>0

41
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Teorema 4.3.Supone que una™u N decide un lenguajé en tiempof(n). Entonces
existe una maquina Turing deterministd que decidel, en tiempoO (cfé”’), donde
¢y > 1 es un constante que dependeNdeEso implica que

NTIME (f(n)) C |  TIME (/™). (4.3)

c>1

Para comprobar Teorema 4.3, Séa= (K, >, A, s) una NrM y denota porl el grado de

no determinismo d&/. Numeramos las opciones disponibles a cada momento détatecis
con los entero$, 1,...,d — 1. Entonces, la secuencia de selecciones en un camino de
computacion deV se representa como una secuencia deteros. La maquina/ que
puede simular av necesita consideraodas las secuencigsosibles en orden de largo
creciente y simula el conducto d€é para cada secuencia fijada en turno, es decir, con
la secuencidcy, co, . . ., ¢;) la maquinal/ simula las acciones que hubiera tomadai

N hubiera elegido la opciéfy en su seleccion numefalurante sus primeraspasos de
computacion.

Si M llega a simular una secuencia que resulta a “si’AgnM también termina con
“si”. Si una secuencia no resulta en “si” pa¥ala maquinal/ continua con la siguiente
secuencia en su lista. Después de haber simulado todaleensias sin llegar a “si” (0
sea, siempre ha llegado a “no” o “alto’)/ rechaza la entrada.

La cota de tiempo de ejecucid@ (c/™) resulta como el producto del nimero total de
secuencias posibles
J(n)
d' = O (¢ (4.9)

t=1

y el costo de simular cada secuen€lg2/™).

4.2. Clases de complejidad de espacio

Para considerar complejidad del espacio, o0 sea, la nedadgdaemoria, hay que definir

una NrM con cintas multiples. Dada unarfM N conk cintas, se dice qu& decide a un

lenguajel dentro de espacig(n) si N decideL y para todar € (X \ {U})* aplica que
((S,D,Q?,D,E,...,D,E,) N (q,wl,ul,...,wk,uk)) =

— 4.5
>~ el < (e o

donde|w;u;| es el largo (en cantidad de simbolos) de la cadena condatelealas dos
cadenasv; Y u;.
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4.3. Problemas sin solu@n

Existen mas lenguajes que maquinas de Turing. Entonedsalgue existir lenguajes
que no son decididos por ninguna maquina Turing. Un proalgue no cuente con una
magquina Turing se llama un problema una problesimasolucon (inglés: undecidable

problem). Un problema sin soluciébn muy famoso es el proBlemLTING :

Problema 4.1:HALTING

Dado: una descripcion/, de una maquina Turingy/ y una entrada
X
Pregunta. ¢va a paraf cuando se ejecuta car?

El lenguaje que corresponde ahEH'ING es simplemente

H = {Mya | M(z) £/, (4.6)

dondel, es una descripcion d&. Resulta que HLTING es recursivamente numerable,
lo que se puede comprobar por modificar un poco la maquinaguniversalU. La
maquina modificad&’’ es tal que cada estado de altoldessta reemplazada con “si”.
Entonces, sM,; x € H, por definicionM (x) # " por lo cualU (M,; x) #,, que resulta
enU'(M,;z) = “si”. Al otro lado, si M,;x ¢ H, aplica queM (x) = U(My;xz) =
U'(My;x) =/

Sin embargo, WLTINGfi0o es recursivo: supone giéiesea recursivo, o0 sea, alguna maqui-
na TuringMy decideH . Dada la maquin@ con entrada/ tal que

D) ={ G, S Mulbh M) ="t (4.7)
b “si”.  en otro caso. '

tomamos la representacion de misma, D,. ¢,Qué es el resultado d@(D,)? Si
D(D,) =, tenemosMy(Dy; D,) = “si” que implica queD(D,) # 'y llegamos a
una contradiccion. Entonces, Bi(D,) # ", tenemosMy (D, D,) # “si”. Pero como
My es la maquina que decidé, My (D, D,) = “no”, por lo cual Dy; D, ¢ H, 0 sea,
D(D,) =, que nos da otra contradiccion. Entonéeso puede ser recursivo.

4.4. Problema complemento

Dado un alfabet& y un lenguajel. C ¥*, el complementalel lenguajel. es el lenguaje
L=%*\L. (4.8)

En el contexto de problemas de decision, si la respuestaebproblemad con la entrada
x es “si”, la respuesta para ptoblema complement® Complement es “no” y viceversa:

A Complementr) = “si” siy solo siA(x) = “no”. 4.9)
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Teorema 4.4.Si un lenguajd. es recursivo, su complementatambién lo es.

Teorema 4.5.Un lenguajel es recursivo si y solo si los ambos lenguajey L son
recursivamente numerables.

Cada lenguaje recursivo es también recursivamente nbieeian la otra direccion la
demostracion necesita un poco mas atencion: vamos desiomn una maquiné las dos
maquinas\/;, y M; con la misma entradatomando turnos paso por paso.\%$}j, acepta
ar, S dice “si”y si M; acepta a, S dice “no”.

Entonces, el complemenfd de H (el lenguaje del problemaAdTING) no es recursiva-
mente numerable. Resulta que cualquier propiedad noltdeitas maquinas Turing no
tiene solucion:

Teorema 4.6.(Teorema de Rice) Sdael conjunto de lenguajes recursivamente numera-
bles y() # C' C R. El siguiente problema es sin solucion: dada una maquimiagd M,
¢aplicaqud. (M) € C si L(M) es el lenguaje aceptado pbf?

4.5. Algunos problemas fundamentales

4.5.1. Problemas dedgica booleana

El problema desatisfiabilidad(SAT) es el siguiente:

Problema 4.2: SAT

Dado: una expresion boolearaen ONF
Pregunta ¢esp satisfactible?

Utilizando tablas completas de asignaciones, se puedeeesbproblema &t en tiempo
O (n*-2"). Aplica que 3T € NP, pero no se sabe sih8 esta también eP.

Para demostrar quea$ € NP, formulamos una maquina Turing no determinista para
examinar si es satisfactible: asignamos para cada variapke X (¢) de una manera no
determinista un valof'(z) := T o alternativament&'(x) := L. Si resulta qu€’ = ¢,

la respuesta es “si”. En el otro caso, la respuesta es “dgdtdblema complemento de
SAT es:

Problema 4.3:SAT Complement

Dado: una expresion boolearaen ONF
Pregunta ¢ esp no satisfactible?
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Una clase especial de interés der ®s la version donde solamermf@usulas Horrestan
permitidos. Una clausula Horn es una disyuncion que eartipor maximo un literal
positivo (es decir, todas menos una variable tienen quesggdas). Si una clausula Horn
contiene un literal positivo, se llanii@plicacion por la razén siguiente: la clausula Horn

((mz1) V (m22) Voo (2V) g V ) (4.10)
es logicamente equivalente a la expresion
(k1 ANxg Ao A1y) — 1y (4.12)

por las reglas de transformacion de la seccion 1.7.1.dflIpma HORNSAT es el siguien-
te:

Problema 4.4:HORNSAT

Dado: una expresion boolearaque es una conjuncion de clausu-
las Horn
Pregunta ¢esp satisfactible?

Resulta que BRNSAT si tiene un algoritmo polinomial, por lo cuald®NsSAT € P. El
algoritmo para determinar satisfiabilidad para una expresique consiste de clausulas
Horn es lo siguiente:

(1) InicializaT := 0 y el conjuntoS para contener las clausulas.
(1) Si hay una implicacion
G = (T NTo N+ Axp) >y €S

tal que(X(¢;) \ {y}) C T peroy ¢ T, haz quey sea verdadera por asigriar.=
T U{y}.

() SiT cambi6, vuelve a repetir el paso

(iv) Cuando ya no haya cambios &nverifica para todas las clausulas&qgue consis-
ten de puros literales negadgs,= —x; V - -+ V iz,

= Si existe un literabz; tal quex; ¢ T, el resultado es qug essatisfactible.

= Sino existe tal literal, el resultado es ghieesno satisfactible/ asi¢ tampoco
lo es.

(v) Sitodas las clausulas negativas son satisfactiblesnbién lo es.

Problema 4.5: CIRCUITSAT
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Dado: un circuito boolean@”
Pregunta: ¢ existe una asignaci@n: X (C) — {T, L} tal que la sali-
da del circuito tenga el valor verdad?

Problema 4.6: CIRCUITVALUE

Dado: un circuito boolean@’ que no contenga variables
Pregunta: ¢tiene el valoiT la salida del circuito?

CIRCUITSAT € NP, pero GRCUITVALUE € P. Para QRCUITVALUE, NO es necesario
definir unT como X (C) = 0.

4.5.2. Problemas de grafos
Problema de alcance REACHABILITY)

Un problema basico de grafos es el problemaldance:

Problema 4.7:REACHABILITY

Dado: un grafoG = (V, E) y dos vértices,u € V
Pregunta: ¢ existe un camino deau?

Su problema complemento es obviamente

Problema 4.8:REACHABILITY Complement

Dado: un grafoG = (V, E) y dos vértices,u € V
Pregunta. ¢es verdad que no existe ningn camine de:?

Un algoritmo basico para BACHABILITY es el algoritmo Floyd-Warshall que ademas
resuelve no solamente la existencia de los caminos percaémsgronderados encuentra
los caminos mas cortos. El algoritmo compara todos losmasrposibles entre todos los
pares de vértices en un grafo de entrada. El algoritmo agrestde una manera incre-
mental estimaciones a los caminos mas cortos entre diseghasta llegar a la solucion
optima.

Etiquetamos los vértices d& = (V, E) tal queV = {1,2,...,n}. Utilizamos como
subrutinacc (7, j, k) que construye el camino mas corto entre los vértioeg pasando
solamentgor vértices con etiqueta menor o iguat.aPara construir un camino dex j
con solamente veértices intermedios con menores o igualeslatenemos dos opciones:
la primera es que el camino mas corto con etiquetas menadmggles ak + 1 utiliza
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solamente los vértices con etiquetas menores o igudl@sque existe algun camino que
primerovade ak+ 1y después dé+ 1 aj tal que la combinacion de estos dos caminos
es mas corto que cualquier camino que solamente utilitecgé con etiquetas menores
ak + 1. Esta observacion nos ofrece una formulacion recurshecd):

cc(i,j, k) = min{cc(i,j,k —1),cc(i,k,k—1)+cc(k,j,k—1)}, (4.12)

con la condicién inicial siendo para grafos ponderadosaypue, j,0) = w(i, j) donde
w(i,j) es el peso de la aris{@, j) € E y para grafos no ponderados (i,5,0) = 1

para cada arista d& = (V, E)). En ambos casos, para los pares gqaeorresponden a
una aristacc (i, j,0) = oco. Los pesos tienen que ser no negativos para que funcione el
algoritmo.

Iterando esto para computac (i, j, k) primero conk = 1, después cork = 2, conti-
nuando hastd = n para cada par. Lo conveniente es que la informacion derbitenk

se puede reemplazar con la de la iteradi6n 1. Entonces, el uso de memoria es lineal.
El tiempo de computacion &3 (n*) — es un ejercicio facil ver porqué.

Ciclos y caminos de Hamilton

Los problemas de decidir si un grafo de entrada contiene mimeeo un ciclo de Hamil-
ton son los siguientes:

Problema 4.9:HAMILTON PATH

Dado: un grafoG = (V, E)
Pregunta: ¢ existe un camin®' enG tal queC visite cada vértice exac-
tamente una vez?

Problema 4.10:HAMILTON CYCLE

Dado: un grafoG = (V, E)
Pregunta: ¢existe un cicl@’ enG tal queC visite cada vértice exac-
tamente una vez?

Un problema de optimizacion basada en el problema de dadiimILTON CYCLE es
el problema del viajante (de comerci@ipglés: travelling salesman problem¥fes una
version en un grafo ponderado: habra que encontrar umagHamilton con costo mini-
mo, donde el costo es la suma de los pesos de las aristaslaxkn el ciclo.

La problema de decision que corresponde a la version paddes FrPD:

Problema 4.11:TspPD
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Dado: un grafo ponderad6&’ = (V, E') con pesos en las aristas y
un constante

Pregunta: ¢ existe un cicl@’ enG tal queC visite cada vértice exac-
tamente una vez y que la suma de los pesos de las aristas de
C sea menor o igual &?

Camarilla y conjunto independiente

El problema de camarilla (CQUE) trata de la existencia de subgrafos completos, o sea,

conjuntos de vértice§' C V tales quevv, u € C aplica que{v,u} € E:

Problema 4.12:CLIQUE

Dado: grafo no dirigidoG = (V, FE) y un enterd: > 0
Pregunta. ¢ existe un subgrafo completo inducido por el conjunta
V tal que|C| = k?

Un problema muy relacionado es el problema&dejunto independien{&@NDEPENDENT
SET) que es un conjuntd C V tal queVu, u € I aplica que{v,u} ¢ E:

Problema 4.13:INDEPENDENT SET

Dado: grafo no dirigidoG = (V, FE)) y un enterd: > 0
Pregunta: ¢ existe un subgrafo inducido por el conjutg V' tal que
|I| = k 'y que no contenga arista ninguna.?

Una observacion importante es qué’sts una camarilla e = (V, £), C' es un conjunto
independiente en el grafo complemenio

Acoplamiento

Un acoplamientg(inglés: matching) es un conjunt® C FE de aristas disjuntas no
adyacentesUn vérticev estaacopladosi M contiene una arista incidenteva Si no
esta acoplado, el vértice editére. La figura 4.1 muestra un ejemplo simple.

Un acoplamiento @aximoM s, €S uno que contiene el nimero maximo posible de aris-
tas. No es necesariamente Gnico. abmplamiento maximalene la propiedad de todas
las aristas quao pertenecea M estan adyacentes a por lo menos una arist&terken-
tonces, si se afade una arista aité) el conjunto que resulta ya no es un acoplamiento.
Todos los acoplamientos maximos deben ser maximales,netodos los maximales
deben de ser maximos.
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N 2 a0

O

Figura 4.1: Un acoplamiento de un grafo pequeiio: las argptaesas negras forman el
acoplamiento y los vértices azules estan acoplados.

El nlmero de acoplamientde G = (V, E) es| M |. El nUmero de vértices libres
(dadoG y M) se llama ebéficitdel acoplamiento e@'. Un acoplamiento perfectoubre
todos los vértices del grafo. Cada acoplamiento perfectnaximo y maximal y tiene un
numero de acoplamiento igual%.

Para mejorar un acoplamiento existente, se utiliza el doaecaminos aumentanteldn
camino alternant@s un camino ey al cual sus aristas alternativamente perteneceny no
pertenecen a1. Un camino aumentantg es un camino alternante de un vértice libre

a otro vertice libreu.

Dado un camino aumentant4, podemos realizar un intercambio de las aristasdde
incluidas enM para las aristas dd no enM para construir un acoplamiento nuevd’
tal que|M’'| = M| + 1, donde

M =M\ (MNA)U A\ (MnNA)). (4.13)

Un acoplamientoM es maximo si y solo si no contiene ningln camino aumeetara
figura 4.2 muestra un ejemplo del intercambio por un camimoesatiante.

%O O
N

Figura 4.2: Un ejemplo del método de camino aumentanterpajarar un acoplamiento.
En azul se muestra el acoplamiento actual. Se puede auneétdaraio intercambiando

la pertenencia con la no pertenencia al acoplamiento deitdasadel camino aumentante
indicado.

El algoritmo Hingaroes un algoritmo de tiemp® (n®) que construye en base de la
matriz se adyacencia de un grafo de entr&da- (V, £') un subgrafo que contiene las
aristas de un acoplamiento maximo Es un algoritmo itesgtara eliminar aristas que no
formaran parte del acoplamiento y se acredita a Harold KL88G5).
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Para problemas de acoplamiento, muy tipicamente el gmfenttada es bipartito. En
acoplamientos de grafos ponderados, se considera la sulma\ddores de las aristas en
My no solamente el nUmero de aristas incluidas en el acoptdmi

Cubiertas

Unacubierta(inglés: cover) es un subconjunto de vértices (o arisias)de una manera
“cubre” todas las aristas (resp. todos los vértices).

Formalmente, un&ubierta de aristases un conjuntd’z de aristas tal que para cada
vérticev € V, C contiene una arista incidenteaSimilarmente, unaubierta de @rtices

es un conjunt@, de vértices tal que para cada ari$taw}, por lo menos uno de los
vértices incidentes estéa incluido ép. La meta de las problemas relacionadas suele ser
encontrar un conjunto de cardinalidaichimaque cumpla con la definicion. La figura 4.3
tiene ejemplos de los dos tipos de cubiertas.

o 9 —e
®
®
& O
O ®
o O

Figura 4.3: Ejemplos de cubiertas: los vértices verdesstutndas las aristas y las aristas
amarillas cubren todos los vértices.

Para un acoplamiento méaximid y una cubierta de aristas minir@g, aplica siempre que
|ICe| > |M]|. Ademas, dado uM maximo, se puede facilmente construir una cubierta
Cr 6ptima. Un problema de decision relacionado es el sigeien

Problema 4.14:VERTEX COVER

Dado: un grafoG = (V, E') no dirigido y un enterd > 0
Pregunta: ¢ existe un conjunto de vérticesC V con|C| < k tal que
V{v,u} € E,ove Couec(C?

Existe una conexion fuerte entre conjuntos independiepteamarillas y cubiertas de
vértices : Un conjuntd C V de un grafoG = (V, E) es un conjunto independiente si
y sblo sil es una camarilla en el grafo complemento(deAdemas,/ es un conjunto
independiente ety siy soblo siV' \ I es una cubierta de vérticés

Flujos

Para problemas de flujos, tipicamente se considera grafodepados (y posiblemente
dirigidos). Ademas se fijdos \ertices especialesin vérticefuentes y un vérticesumi-
derot. El grafo necesita ser conexo en un sentido espediak V, existe un camino
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(dirigido en en caso de grafos dirigidos) del fuent sumidera: que pasa por el vérti-
cev. Vértices que no cumplan con este requisito pueden semalidas en un paso de
preprocesamiento para preparar una instancia de un prahlertujos.

En el grafo de entrada ponderado, los valores de las aristdisraan capacidades
c(v,w) < 0. Para generalizar la definicibn de capacidad a ser unadurstibre todos
los pares de vértices: V x V' — R, se define{v,w} ¢ E = c(v,w) = 0. Lafigura 4.4

muestra un ejemplo de un grafo que puede ser una instancraleliema sobre flujos.

O 4 O O
1 > 3 1 1 i 4
o
Fuente O , > O 3 Q > O Sumidero
s @ 4 2 . A 3
@, . . L O
O 4 O+O 5 3 ?
5 5 4 O

Figura 4.4: Una instancia de ejemplo para problemas de fligevértices grises son el
fuente (alaizquierda) y el sumidero (a la derecha). Se malkestapacidad de cada arista.

Un flujo positivoes una funcionf : V x V — R que satisface dos restricciones: la
restriccion de capacidad

Vu,v eV :0< flu,v) < c(u,v) (4.14)

y la restriccion deonservadn de flujo el flujo que entra es igual al flujo que sale,

Vu e V\ {s,t}: Zf(v,u) = Zf(u,v) (4.15)

veV veV

Cortes

UncorteC' C V deG es ungoarticion del conjunto de vérticeg en dos conjuntos”' y

V'\ C. En el caso especial de cortar un grafo de flujo, se exigsque&’' y ¢t ¢ C. La
capacidad de un cort€' en un grafo no ponderado es el nUmero de las aristas quancruza
deCaV\C,

{{v,u} e ElveCiw¢C}. (4.16)

Para un grafo ponderado la capacidad del corte es la suma gedos de las aristas que
cruzande” aV \ C,

Z c(v,w). (4.17)

vel
wgC

La figura 4.5 muestra una instancia de un problema de flujoscuatro cortes y sus
capacidades.
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Figura 4.5: Un ejemplo de un grafo que es una instancia de allggna de flujos. Se
muestra cuatro cortes con sus capacidades respectivas.

Un corte mnimode G = (V| F) es un corte cuyaapacidad es imimaentre todos los
cortes dé&-. El problema de encontrar el corte minimo tiene soluc@impmial. Ademas,
la capacidad del corte minimo entre dos verticgs esigual al flujo maximo entres y

t. Cuando establecido un flujo en el grafo, la cantidad de fluppajuza un corte es igual
a cada corte del grafo.

En la mayoria de las aplicaciones de cortes de grafos,waftas de los dos “lados” del
corte,|C|y |V \ C| no suelen ser arbitrarios. El problemaldenaxima bisecd@n es el
siguiente:

Problema 4.15:MAX BISECTION
Dado: un grafoG = (V, E) (tal quen es par) y un enterd > 0

Pregunta: ¢ existe un corté’ enG con capacidad mayor o iguakéal
que|C| = [V\ C[?

Coloreo

Problema 4.16:k-COLORING

Dado: un grafo no dirigidaG = (V, E) y un enterd: > 0

Pregunta. ¢ existe una asignacion de colores a los vérticds t# que
ningln par de vértices, u € V tal que{v,u} € E tenga el
mismo color?
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Clases de complejidad

Es posible definir diferentes tipos de clases de complegdatputacional. Los requisitos
para definir una clase son

(1) fijar un modelo de computacion (es decir, qué tipo de nr&gliuring se utiliza),
(1) la modalidad de computacion: determinista, no detesstanetcétera,
() el recurso el uso del cual se controla por la definiciomfe, espacio, etcétera,,

(1Iv) la cota que se impone al recurso (es decir, una fungiéorrectade complejidad).

Una funcionf : N — N es una funcion correcta de complejidad si es no decrecjente
existe una maquina Turindy/; de k£ cintas con entrada y salida tal que con toda entrada
x aplica queM;(z) = /=), donder es un simbolo “casi-blanco”, y ademas para
después dé® (|z| + f(|x|)) pasos de computacion y utiliza(f(|x|)) espacio en adicion

a su entrada. Algunos ejemplos de funciones de complejatad s

¢, vn, n, [logn], log>n, nlogn, n*, n® + 3n, 2", nl, (5.2)

donden es el parametro de la funcioyi(n), y ¢ es un constante. Dada dos funciones
correctas de complejidafly g, tambiénf + ¢, f - g y 2/ son funciones correctas.

Formalmente, unalase de complejidads el conjunto de todos los lenguajes decididos
por alguna maquina Turingy/ del tipol que opera en el modo de operacionidil que
para todo entrada, M necesita al maximg(|z|) unidades del recurso definido en,
dondef es la funcion dev.

Dada una funcién correcta de complejidagdbtenemos las clases siguientes:

fiempo { determinista ~ TIME (f)
no determinista NTIME (f) (5.2)

espacio { determinista ~ SPACE (f) '
no determinista NSPACE (f)

53
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Cuadro 5.1: La jerarquia de complejidad computacionaleemplos: arriba estan las
tareas mas faciles y abajo las mas dificiles.

Tiempo Clase Ejemplo
Problemas con algoritmos eficientes

Problemas dificiles
(n?2™)  NP-completo satisfiabilidad

O (1) P siun nUmero es par o impar

O (n) P busqueda de un elemento entrelementos
O (nlogn) P ordenacion de elementos

O (n?) P multiplicacion de matrices

O (n*) P programacion lineal

O

Para definiciones mas amplias, podemos utilizar una farddi funcioneg cambiando
un parametrag > 0, k& € Z: las clases mas importantes asi obtenidas son

Definicion de la clase Nombre
TIME (n*) = ., TIME (n/) = P
NTIME (n*) = (U, NTIME (n/) = NP
SPACE (n*) = |J,.,SPACE(rn/) = PSPACE (5.3)
NSPACE (n*) = J,.,NSPACE (n/) = NPSPACE
TIME (2") = U, TIME (2') — EXP.

Otras clases que se encuentra frecuentementd.sen SPACE (log(n)) y NL =
NSPACE (log(n))

Para cada clase de complejidadexiste una claseoC' que es la clase de los comple-
mentos, B
{L|LeC}. (5.4)

Todas las clases deterministas de tiempo y espacioesoadas bajo el complementas
decir, la operacion de tomar el complemento de un lenguae” resulta en un lenguaje
L' = L tal que también./ € C. Por ejemploP = coP. Lo (nico que hay que hacer
para mostrar esto es intercambiar los estados “si” y “nolasnmaquinas Turing que
corresponden.

Se puede mostrar también que las clasessp@ciono deterministas estan cerradas bajo
complemento, pero es una pregualeertasi también aplica para clases no deterministas
de tiempo.
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5.1. Jerarquias de complejidad

Si permitimos mas tiempo a una maquina Turiiig logramos quéel/ puede tratar de
tareas mas complejas. Para una funcion correcta de cjpaaplg (n) > n, definimos un
lenguaje nuevo:

Hy = {M,;z | M acepta a después de no mas ¢€|z|) pasos} (5.5)

El lenguajeH ; es una version “cortada” dd, el lenguaje de HLTING.

Se puede mostrar qué; € TIME ((f(n))?) con una maquina Turin§/; de cuatro
cintas que esta compuesta de la maquina universah simulador de maquinas de cintas
multiples con una sola cinta, una maquina de aumento degeapneal y la maquina/,
que computa la “vara de medir” del largién ), donden = |x| es el largo de la entrada

La operacion de la maquirté, es la siguiente:

(1) M; computa la vara de medir (=) para) en la cuarta cinta.
() La descripcion binaria d&/, M, esta copiada a la tercera cinta.
() La segunda cinta esta inicializada para codificar el estadial s.
(iv) La primera cinta esta inicializada para contener la eatra.
(v) Uy simula con una sola cinta/d.
(vi) Después de cada pasodesimulado/; avanza la vara de medir por una posicion.
(vit) SiU; descubre qué/ acepta a en f(|x|) pasos[/; acepta su entrada.

(vir) Sise acaba la vara de medir sin queacepte a;, U; rechaza su entrada.

Cada paso de la simulacion necesitaf(n)?) tiempo, por lo cual con log(|x|) pasos
simulados al maximo, llegamos a tiempo de ejecucion ®tgf(n)?) paral;.

También se puede mostrar qiilg ¢ TIME (f(|2])). Para comprobar esto, suponga
que existe una maquina Turidg que decide &/ en tiempof (|5 |). Consideramos otra
magquinal que dice “no” cuandad// (M,; M,) = “si” y en otros caso® dice “si”. Con

la entradall,, D necesita

2| M| + 1
p( L)~ ) 56)
pasos. SiD(D,) = “si”, tenemos queV/ (Dy; D) = “no”, y entoncesD; D ¢ H;. En
este casop no puede aceptar la entrady dentro def(|D,|) pasos, que significa que
D(D,) = “n0”, que es una contradiccion.

EntoncesD(D,) # “si”. Esto implica queD(D;) = “no”y M(Dy; D,) = “si”, por lo
cual Dy; D, € Hyy D acepta la entrad®, en no mas qu¢g(|D,|) pasos. Esto quiere
decir queD(D;) = “si”, que es otra contradiccion y nos da el resultado dsea

Utilizando estos dos resultados, podemos llegar a proliaoedma siguiente:
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Teorema 5.7.Si f(n) > n es una funcion correcta de complejidad, entonces la clase
TIME (f(n)) esta estrictamente contenida BEME ((f(2n + 1))3).

Es bastante evidente que
TIME (f(n)) C TIME ((f(2n +1))?) (5.7)

como f es no decreciente. Ya sabemos que

Hans1) € TIME ((f(2n+ 1))?) (5.8)
y que
2n+1
Hywsn ¢ TIME (£ (12721) ) = TIMB (/). (5.9

Este resultado implica también giec TIME (2") C EXP porn* = O (2") y por el
resultado anterior que nos da

TIME (2") ¢ TIME ((22*1)*) C TIME (2”) C EXP. (5.10)

Teorema 5.8.Si f(n) > n es una funcibn correcta de complejidad, entonces apliea qu
SPACE (f(n)) Cc SPACE ((f(n)log f(n)).

Es muy importante el requisito qugé sea una funcion correcta de complejidad. Por
ejemplo, existe una funciono correctaf : Z* — Z7* tal que TIME (f(n)) =
TIME (2/(). El truco es definirf tal que ninguna maquina Turing/ con entrada

r, |z| = n, para después depasos tal qug(n) < k < 2/,

Relaciones entre clases

Sea f(n) una funcibn de complejidad correcta. NaturalmeSBACE (f(n)) C
NSPACE((f(n)) y TIME (f(n)) € NTIME (f(n)) por el hecho simple que una
maquina Turing determinista es técnicamente tambi@nNmm, con “buenas adivinan-
zas”. Un resultado menos obvio es el siguiente:

Teorema 5.9.NTIME (f(n)) € SPACE (f(n)).

La demostracion se construye por simular todas las opsiatedo un lenguajé €
NTIME (f(n)), existe una maquina Turing precisa no determinigtgue decidel en
tiempo f(n). Sead el grado de no determinismo dé; cada computacion d&/ es una
sucesion de selecciones no deterministas. El largo deésgn e (n) y cada elemento
se puede representar por un enter, d — 1].

Construyamos una maquind’ para simular a\/, considerando cada sucesion de se-
lecciones posibles a su turno. Comfi simula las acciones d&, si con una sucesion
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M para con “si”, M’ también para con “si”. Si ninguna sucesion acepfarechaza su
entrada.

Aunque el nUmero de simulaciones es exponenciasphcioque necesitamos es so-
lamente f(n) como lo hacemos una por una. El estado y todo lo anotado @ulant
simulacion de una sucesion puede ser borrado cuando empiesimulacion de la su-
cesion siguiente. Ademas, confion) es una funcion correcta de complejidad, la primera
secuencia se puede generar en espagio.

La demostracion del teorema siguiente se encuentra direlde texto de Papadimitriou
[15]:

Teorema 5.10NSPACE (f(n)) € TIME (¢l +/("),

Una secuencia del teorema es que
LCNL CP CNP C PSPACE C EXP. (5.11)

La pregunta interesante con ese corolario es donde aplica B en vez deA C B,
es decir, entre que clases podemos probar que existe unendite algunos elementos
pertenecen a una pero no a la otra. Con los resultados ydeestials, tenemod. C
PSPACE por

L SPACE (log(n)) € SPACE (log(n)log(log(n)))

C SPACE (n?) C PSPACE.

Es comUnmente aceptado que las inclusiones inmediatazianién 5.11 sean todos de
tipo A C B, pero todavia no se ha establecido tal resultado. Lo gse ls& establecido
que por lo menos una de las inclusiones eltre PSPACE es de ese tipo, y también
gue por lo menos una entiey EXP es de ese tipo. El problema es que no se sabe cual.

(5.12)

Espacio y no determinismo

De los resultados de la seccibn anterior tenemos que
NSPACE (f(n)) C TIME (c°s"*/(") C SPACE (s /(") | (5.13)

pero existen resultados alin mas estrictas: maquinastaoinistas con limites de espa-
cio se puede simular con maquinas deterministas con espaadratico. El resultado se
basa en RACHABILITY .

Teorema 5.11(Teorema de Savitch) RRCHABILITY € SPACE (log” n).

La demostracion del teorema esta en el libro de texto daddagitriou [15]. Se llega a
probar que para toda funcion corre¢ta) > log n, aplica que

NSPACE (f(n)) C SPACE ((f(n))?). (5.14)

Ademas, se demostracion ggSPACE = NPSPACE. Entonces maquinas no deter-
ministas con respeto a espacio son menos poderosos quadasnas no deterministas
con respeto a tiempo; todavia no se sali®e-siNPo no.
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5.2. Reducciones

Una clase de complejidad es una coleccion infinita de lgegu®or ejemplo, la clase
NP contiene problemas como$, HORNSAT, REACHABILITY, CLIQUE, etcétera. No
todas las problemas en la misma clase parecen igualmeididedif Un método para es-
tablecer un ordenamiento de problemas por dificultad esrliatraccion deeducciones
un problemaA es por lo menos tan dificil como otro problemasi existe unaeduccbn
del problemaB al problemaA.

Un problemaB reduceal problemaA si existe una transformaci@R que para toda en-
tradax del problemaB produce una entradequivalentey de A tal quey = R(z). La
entraday de A es equivalente a la entradale B si la respuesta (“si” 0 “no”) al problema
A con la entradg es la misma que la del probleniacon la entrada,

xr € BsiysolosiR(z) € A. (5.15)

Entonces, para resolver el probletBacon la entrada:, habra que construiR(x) y re-
solver el problemal para descubrir la respuesta que aplica para los dos probleona
sus entradas respectivas. Es decir, si contamos con uiit@ggara el problemal y un
algoritmo para construik(z), la combinacion nos da un algoritmo para el problesna

Entonces, siR(z) es facilmente construida, parece razonable dues por lo menos

tan dificil comoB. Para poder establecer resultados formales, hay que cdadds re-
ducciones segln los recursos computacionales utilizadiosus transformaciones. Las
reducciones Coogermiten quei(x) sea computada por una maquina Turing polinomial,
mientras unaeduccbn Karp es una reduccion con una funcion de transformacion de
tiempo polinomial y lageducciones de espacio loganicoson la clase de reducciones
que utilizamos en este curso: un lenguijesreduciblea un lenguajd.’, denotado por

L <, I/, siy solo si existe una funciéR de cadenas a cadenas que esta computada por
una maquina Turing determinista en espa@iog n) tal que para toda entrada

x € LsiysolosiR(z) € L. (5.16)
La funcionR se llama unaeduccdn del a L.

Teorema 5.12.Si R es una reduccion computada por una maquina Turing detestani
M, para toda entrada, M para después de un numero polinomial de pasos.

La demostracion sigue las ideas siguientes: denota & Begla entrada: con |z| =

n. Como M utiliza O (logn) espacio, el nUmero de configuraciones posibled/des

@) (nclog”). El hecho qué\/ es deterministay para con toda entrada, no es posible que se
repita ninguna configuracion. Entoncég,para después de

nd%8" = dnn't° = O (n¥) (5.17)

pasos de computacion con algun valorkdédemas, como la cinta de salida 8ig que
al final contieneR?(x), esta computada en tiempo polinomial, el largdde), | R(x)|, es
necesariamente polinomial en= |z|.
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Ejemplos de reducciones

Si queremos mostrar que un problerano tenga solucion, tenemos que mostrar que Si
existe un algoritmo pard, necesariamente tiene que existir un algoritmo paxartG .

La técnica para mostrar tal cosa es por construiradaccbndel problema HLTING al
problemaA. Unareduccion d& a A es una transformacion de la entrdgadel problema

B aunaentradd, = ¢(I/p) paraA tal que

Ipe BsIly,e A (5.18)

y que exista una maquina Turifigtal quet(Ig) = T'(Ip).

Entonces, para mostrar gdeno tiene solucion, se transforma la entrddg = de HaL-
TING a una entrad&(M,; ) de A tal queM,; x € H siy solo sit(M,; x) € A. Algunos
ejemplos de lenguajes no recursivos son

(1) {M, | M para con cada entraja
() {My;z |3y : M(z) =y}
() {My; x| para computat/(z) se usa todos los estadosdg

(V) {My;2;y | M(z) =y}

Para el primero, laidea de la reduccion es la siguienta deentradd/,; =, se construye
la siguiente maquina/’

| M(x), siz=y,
My) = { “alto”  en otro caso. (5.19)
para la cual aplica que
M,;x € H < M para conr < M’ para con toda entradas M’ € A. (5.20)

Ahora veremos ejemplos de reducciones entre dos probleteas problemas a otro
problemaA. En cada caso, se presenta una reducgidel lenguajel z del problemaB
al lenguajel 4, del problemaA tal que para cada cadenalel alfabeto d&3

() z € LpsiysolosiR(z) € Lay

(1) se puede computdt(z) en espaci@ (logn).

Como un ejemplo, hacemos ahora una reduccion gl@iEfON PATH a SAT. Para mos-
trar que 3T es por lo menos tan dificil que A1ILTON PATH, hay que establecer una
reduccionk de HAMILTON PATH a SAT: para un grafdz = (V, E), el resultadaR(G)
es una conjuncion de clausulas (o sea, una expresioedmmen QF) tal queG es un
camino de Hamilton si y solo $t(G) es satisfactible.
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La construccion es la siguiente y no es nada obvia sin corlosdrucos tipicos del
disefo de reducciones. Etiquetamos#ogertices de&G = (V, E) con los enterost’ =
{1,2,...,n}. Representamos cagiar de \erticescon una variable booleang; donde
ieVyjelln].

Asignamos a la variable;; el valor T si y solo si el vertice numeroen el caminoC
construido en AMILTON PATH es el vértice/. Entonces, son en totaf variables, como
el largo del camino es necesariamemtéas clausulas necesarias son las siguientes:

(1) Cada vértice necesita estar incluido en el candino

VJ EVIU\/\/I”J (521)

(n) Cada vértice solamente puede estar incluida una solavelzoaminoC'":

Vi,k € V.Vj € [1,n],i# k: —xy V gy (5.22)

() En cada posicion del camir@ hay algun vértice:

(1v) Ningln par de vértices puede ocupar la misma posicicel eaminoC'
Vi € MV], ke [1,TL],] 7é k - Ly V . (524)
(v) El camino tiene que seguir las aristas del grafo: un v&gaamente puede seguir
otro vértice en el camin@’' si esos vértices estan conectados por una arista en

G=(V,E):
V(Z,j) ¢ E,Vk S [1,71 — 1] X V L (k1) - (525)

Ahora hay que mostrar que Bi(G) tiene una asignacioii que satisface ®(G), este
corresponde al camin@ del problema HMILTON PATH:

= Por las clausulasy 11 existe un solo vérticetal queT’(z;;) = T.
= Por las clausulas! y Iv existe una sola posiciontal queT’(z;;) = T.

= Entonces;’ representa una a permutaciofl), ..., 7(n) de los vértices tal que
7(i) = j siy solo siT'(x;;) = T.

= Por las clausulag, aplica que{n(k), 7(k + 1)} € E paratodds € [1,n — 1].

= Entonces, las aristas que corresponden a la secueridia. . ., 7(n)) de visitas a
los vértices es un camino de Hamilton.
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También hay que establecer que(s{1),...,7(n)) es una secuencia de visitas a los
vértices del grafa@r = (V, E') que corresponde a un camino de Hamilton, definido por la
permutacionr, necesariamente esta satisfecha la expreRi@r) por una asignaciofi’
tal que

T sin(i) =7,

T(is) = { 1 en otro caso. (5.26)

Ademas, queda mostrar que la computaciond€’) ocupaO (logn) espacio. Dadé/
como la entrada de una maquina Turilig M construye a?(G) de la manera siguiente:
primero, se imprime las clausulas de las primeras cuaagesluno por uno a través de
tres contadores j y k. La representacion binaria de cada contador con el rangoes
posible enlog n espacio. Esta parte no depende de la estructura del goddmente de
su nimero de vértices.

Ademas, M genera las clausulaspor considerar cada pét, j) en su turnoM verifica
si(i,7) € E,ysinoloes, se afade para tade [1,n — 1] la clausula~z; V 2 11);-
Aqui espacio adicional aparte de la entrada misma es sotamecesario para los conta-
doresi, j y k.

En total, el espacio ocupado simultaneamente es al maxing:, por lo cual la compu-
tacion deR(G) es posible en espaci® (log n).

Como otro ejemplo, hacemos una reduccion @a@HABILITY a ORCUITVALUE: Para
un grafoG, el resultada?(G) es un circuito tal que la salida del circuiit{G) esT siy
solo si existe un camino del vértideal vérticen enG = (V, E). Las puertas dé&(G)

son de dos formas:

(1) gijrdondel <i,j <ny0<k<ny

(1) hi;, dondel <, 7,k <n.
La puertag;;;, deberia funcionar tal que tenga el valoisi y solo si existe un camino en
G del vértice: al vérticej sin pasar por ningln vértice con etiqueta mayér ba puerta
h;jr deberia funcionar tal que tenga el valbrsi y so6lo si existe un camino e del
vértice: al vérticej sin usar ningln vértice intermedio mayok gero si utilizandd:. La
estructura del circuit®(G) es tal que

» Parak = 0, la puertay; ;;, €s una entrada eR(G).

» La puertag;;, es una puerta tipd si: = j 0{7,j} € E'y en otro caso una puerta
tipo L.

» Parak = 1,2,...,n, las conexiones entre las puertas/&id7) son las siguientes:

o Cadanh,;; es una puerta tipa con dos entradas: la salidagg;.—1) y la salida
de grjr—1)-
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o Cadayg;;;, es una puerta tipg con dos entradas: la salida glg.— 1) y la salida
de hzgk

= La puertag,,, es la salida del circuit®(G).

El circuito R(G) es no ciclico y libre de variables. Llegamos a una asigmacorrecta
de valores &, Y g;;x por induccion erk = 0, 1, ..., n. El caso basicé = 0 aplica por
definicion. Para& > 0, el circuito asigna

Rijk = Gikk—1) N Jrjk—1)- (5.27)

Nuestro hipotesis de induccion es qug, seaT siy solo si haya un camino del vértice
i al véerticek y ademas un camino del vértiéeal vértice; sin usar vértices intermedios
con etiquetas mayoreska— 1, lo que aplica si y solo si haya un camino del vértice
vérticej que no utiliza ningln vértice intermedio mayok gero si pasa por el mismo
vérticek.

Parak > 0, el circuito asigna por definiciof . = g;jk—1) V hiji. Por el hipotesisy, ;. es

T siy s6lo si existe un camino del vértical vérticej sin usar ningln vértice con etiqueta
mayor ak — 1 o si existe un camino entre los vértices que no utilice mmgértice con
etiqueta mayor & pero pasando pagt mismo. Entonces, tiene el valdr solamente en
el caso que existe una camino del vérticd vérticej sin pasar por ningln vértice con
etiqueta mayor &.

Para comprobar que es correcta la reduccion, hacemosl&iasiguiente, por cual re-
sulta que el circuitd?(G) de hecho implementa el algoritmo Floyd-Warshall para el pro
blema de alcance. La salida del circuiRoG) esT siy solo sig,,,, esT, lo que aplica si

y sblo si existe un camino dean enG sin vértices intermedios con etiquetas mayores a
n (que ni siquiera existen) lo que implica que existe un cardmban enG. Dado dos
vérticesv, u € V para el problema BACHABILITY, lo Gnico es etiquetar =1y u =n

y la reduccion esta completa.

Entonces, lo Unico que necesitamos son tres contador@s@aputar el circuitd?(G):
se puede hacer esto éh(logn) espacio. Una observacion importante es §(€') es un
circuito morbtona no contiene ninguna puerta tipo

Cada circuitd” sin variables de puede convertir a un circuito monétonitda es utilizar
las leyes De Morgan
—(aNb) & (—a)V(-b)
=(aVvb) < (—a)A(-b)
para “empujar’ todas las negaciones hasta las puertas delanComo cada puerta de

entrada es de tipd o de tipo L en la ausencia de variables, aplicamos = 1y
-1 = T yyano hay puertas de negacion.

(5.28)

Un circuito monbtono solamente puede comp@iaiciones booleanas métonas si el
valor de una se sus entradas cambid.deT, el valor de la funcibmo puede cambiade
Tadl.
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Continuamos con los ejemplos de reducciones con una régude GRCUITSAT a
SaT: Dado un circuito boolean@’, habra que construir una expresion boole&a’)
en ONF tal queC es satisfactible siy sol6 $i(C) lo es.

La expresionk(C') usara todas las variables de C' y incorpora una variable adicional
y; para cada puerta de. Las clausulas son las siguientes:

(1) Silapuerta nUmerges una puerta tipo variable con la variablelas dos variables
y; Y x; enR(C) tienen que tener el mismo valgt, < =; en ONF contendra las dos
clausulas

(y; V —zi) Y (2y; V 2i). (5.29)

(1) Sila puertgj es una puerta tip®, habra que poner la clausulg ).
() Sila puertg es una puerta tipa, habra que poner la clausutay; ).

(iv) Sila puertaj es una puerta tipe y su puerta de entrada es la puértdnabra que
asegurar que; tiene el valorT siy solo siy, tiene el valorL, y; < —y,; en
CNF contendra las dos clausulas

(=9 V) Y (Y5 V yn). (5.30)

(v) Si la puertaj es una puerta tipa. con las puertas de entradlay %, habra que
asegurar que; < (y, A yx); en ONF contendra las tres clausulas

(=95 Vyn), (2 V ue) Y (Y5 V =y V). (5.31)

(v1) Sila puertaj es una puerta tip@ con las puertas de entradlay k, habra que
asegurar que; < (y, V yx); en ONF contendra las tres clausulas

(=95 Vyn Vur), (95 V =) Y (Y5 V ). (5.32)

(vi) Sila puertg es una puerta de salida, habra que poner la claggpla

Es relativamente directa la demostracion de que sea torrec

Nuestra Gltima reduccion de la seccion es drGITVALUE a QRCUITSAT; de hecho,
CIRCUITVALUE es un caso especial daRCUITSAT. Todas las entradas dareuIT-
VALUE son también entradas validas deRCUITSAT. Ademas, para las instancias de
CIRCUITVALUE, las soluciones deI€CUITVALUE y CIRCUITSAT coinciden. Entonces,
CIRCUITSAT es una generalizacion deRCUITVALUE. La reduccion es trivial: la funcion
de identidad/ (x) = = de QRCUITVALUE a CIRCUITSAT.
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Reducciones compuestas

En la seccion anterior, establecemos una sucesion dediedes,
REACHABILITY <;, CIRCUITVALUE <, CIRCUITSAT <;, SAT. (5.33)

Una pregunta interesante es si se puede componer redusaicses, Si la relacion, es
transitiva. Por ejemplo, ¢aplica QUEACHABILITY < SAT?

Teorema 5.13Si R es una reduccion del lengudjea lenguajel.’ y R’ es una reduccion
del lenguajel’ al lenguajel.”, la composicionk - R’ es una reduccion dea L”.

Por definicion de reducciones, aplica que
reL< Rx)el's R(R(x)) e L". (5.34)

Lo que hay que mostrar es que es posible compltak(x)) en espaci@® (logn), |z| =
n.

Tomamos las dos maquinas Turindz ¥ Mz . Construyamos una maquina Turifig
para la composicioi - R'. Necesitamos cuidaro guardarel resultado intermedio de
My, porque eso puede ser mas largo figen, por lo cual no se puede guardar sin romper
el requisito de espacio logaritmico.

La maquina Turing// necesita simular &/ con la entrad&(z) por recordar Igposicbn

del cursori en la cinta de entrada dé€r.. La cinta de entrada d&/ . es la cinta de salida
de My . Guardando solamente el indicen binaria y el simbolo actualmente leido, pero
no toda la cinta, podemos asegurar usar no maghleg n) espacio.

Inicialmente; = 1y por definicion de las maquinas Turing, el primer simbesoaneado
esp.

CuandoMz muevea la derecha M corre aM i para generar el simbolo de salida de esa
posiciony incrementa:= i + 1.

Si Mr muevea la izquierda M asignai := i — 1 y vuelve a correr &/ conx desde el
comienzocontando los simbolos de salida y parando al generar leipos de la salida.

El espacio necesario para tal seguimiento de la saliddgleon la entrada esO (logn):
estamos guardando un indice binario de una cadena del/Rfgy = O (n*).

Como las ambas maquinas; (con la entrada) y Mz (con la entradd(z)) operan en
espaciaO (logn), asi tambiénl/ necesitad (log n) espacio|x| = n.

5.3. Problemas completos

La relacion transitiva y reflexiva de reduccion€g nos ofrece un orden de problemas.
De interés especial son los problemas que son elementasalag de tal orden de com-
plejidad.
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SeaC una clase de complejidad computaciondl y= C un lenguaje. El lenguajé es
C-completosi para todd.” € C aplica quel’ <;, L.

En palabras: un lenguaje escompletoen su clas&’ si cada otro lenguajé’ € C se
puede recudir &.

Teorema 5.14 HALTING es completo para lenguajes recursivamente numerables.

La demostracion es facil: séd una maquina Turing que aceptaEntonces

reLl s M(x)="si" < My(x)#,/< My;z € H. (5.35)

Un lenguajel esC-duro (también se diceC-dificil) si se puede reducir cada lenguaje
L' € CalL, pero no se sabe si es valido que C.

Todas las clases principales corRpNP, PSPACE y NLtienen problemas completos
naturales. Se utiliza los problemas completos para caizateina clase de complejidad.
Se puede aprovechar los resultados de completitud pavadesultados de complejidad
negativosun problema completd € C es elmenos probablde todos los problemas de
su clase para pertenecer a una clase “mas débi” C.

Si resulta quel. € 7, aplicaC’ = C si C’ estacerrada bajo reduccionedJna clase
C’ esta cerrada bajo reducciones si aplica que siempre cuaretoreducible a.’ y

L' € ', tambiénL € C'. Las clased?, NP, coNP, L, NL, PSPACEy EXP todas
estan cerradas bajo reducciones. Entonces, si uno pudastar que un problentdP-

completo pertenece a la claBela implicacion seria que = NP.

Entonces, habra que establecer cuales problemas soretompara cuales clases. Lo
mas dificil es establecer el primero: hay que capturasémeia del modo de computo y
la cota del recurso de la clase en cuestion en la forma deolotepna. EI método de hacer
esto se llama ehétodo de tablaEn esta seccion lo aplicamos para las clé#&sgNP.

Seal = (K, ¥, 0, s) una maquina Turing de tiempo polinomial que computa undejey

L basado elx.. La computacion que ejeculd con la entrada se puede representar como
si fuera unaabla de ®mputoT’ de tamafidz|® x |z|*, donde|z|" es la cota de uso de
tiempo del/.

Cada fila de la tabla representa un paso de computaciore @éépdmer paso hasta el
Gltimo |z|*~'. Cada columna es una cadena del mismo largo tal que el eleffigritene
el simbolo contenido en la posicigre la cinta deV/ después dépasos de computacion
de M. Para continuar, hay que hacer algunas suposiciones &tbre

= )M cuenta con una sola cinta.

= )M para con toda entradadespués de un maximo diel* — 2 pasos de computo,
con el valor de: elegido tal que se garantiza esto para cualquier 2.

= Las cadenas en la tabla todos tienen el mismo largo con cada posicion que
falta un simbolo llenada con un
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= Sien el paso, el estado dé/ esq y el cursor esta escaneando el simbotpe es
o, el elementdl; ; no eso, sinoo,, salvo que para los estados “si” y “no”, por los
cuales el elemento es “si” 0 “no” respectivamente.

= Al comienzo el cursor no esta ensino en el primer simbolo de la entrada.

= El cursor nunca visita al simbotoextremo al la izquierda de la cinta; esta se logra
por acoplar dos movimientos &f visitaria ese-.

= El primer simbolo de cada fila es siemptenunca>,.

= Si M paraantes de llegara” pasos, 0 sed; ; € “si”, “no” paraalgin < |z|*—1
y j, todas las filas después seran idénticas.

Se dice que la tabl& esaceptantesi y sblo siTWt1 ; = “si” para algnj. Ademas, M
acepta a su entradasi y solo si la tabla de computacion dé conx es aceptante.

Ahora utilizamos el método para establecer que cualquierpcitacion determinista de
tiempo polinomial se puede capturar en el problema de detaoin del valor de un
circuito booleano:

Teorema 5.15.CIRCUITVALUE esP-completo.

Ya sabemos queI€CUITVALUE € P. Para establecer que sea completo, basta con de-
mostrar que para todo lengudjec P, existe una reduccioR de L a QRCUITVALUE.

Para la entrada, el resultadaR(x) sera un circuito libre de variables tal ques L siy

solo si el valor de(x) esT.

Considera una maquina Turidd que decide d& en tiempon* y su tabla de computacion
T.Cuandoi = 00j =00j = \x\k — 1, conocemos el valor dé&; ; a priori. Todos
los otros elementos dE dependeruinicamentede los valores de las posicionés ; ;_;,
T,-1,;Y T;—1 ;1. Laidea es codificar este relacion de las celdas de la tahia eircuito
booleano. Primero se codifida en representacion binaria. Después se utiliza el hecho
gue cada funcion booleana se puede representar como uit@liooleano. Se llega a un
circuito C' que depende d&/ y no dez. Este circuito se copidz|"—1) x (|z|* —2) veces,

un circuito por cada entrada de la talilajue no esta en la primera fila o las columnas
extremas. Habra que establecer que sea correcta la réeducgue la construccion de
R(z) es posible en espacio logaritmico. Los detalles de la deawisn estan en el libro
de texto de Papadimitriou [15].

Como consecuencias del resultado, se puede establecel puoblema de valores de
circuitos monoétonos es tambi@completo y también que BRNSAT esP-completo.

También resulta que computaciba deterministan tiempo polinomial se puede capturar
en el problema de satisfiabilidad de circuitos:

Teorema 5.16.CIRCUITSAT esNP-completo.



5.3. PROBLEMAS COMPLETOS 67

Ya sabemos queI€cuUITSAT € NP. Seal un lenguaje en la clag¥P. Disefilamos una
reduccionR que para cada cademeaconstruye un circuito boolean®(x) tal quez € L

siy solo siR(x) es satisfactible. Sedl una maquina Turing no determinista con una sola
cinta que decide & en tiempon®*.

Empezamos por estandardizar las selecciones hechas:ms@m asume qué/ tiene exac-
tamente dos alternativas, 5, € A en cada paso de computacion. Si en realidad hubieran
mas, se puede afadir estados adicionales para dividipEsnes en un arbol binario. Si
en realidad hubiera un paso determinista, se asigaad,.

Entonces, una secuenciale elecciones no deterministas se puede representar ea form
binaria dond&; =0y d, = 1:

c = (co,C1y -, Cr_y) €10, 1}‘$‘k_1. (5.36)

Si fijamos la secuencia elegidala computacion hecha par es efectivamente determi-
nista. Definimos ahora la tabla de computad@f/, x, c) que corresponde a la maquina
Turing M, una entrada y una secuencia fija de elecciones

En la codificacion binaria d&'(M, z, c), la primera fila y las columnas extremas resul-
tan fijas como en el caso anterior. Los otros elemefilgsiependen de los elementos
Ti—1,-1, Ti-1; ¥ Ti-1 j+1, Y adicionalmente de la elecci@n , hecha en el paso anterior.

Existe un circuito boolean6' con3m + 1 entradas yn salidas que compute la codifica-
cion binaria del; ; dado como entradas los cuatro dal@s, ;_1, 7;—1, Ti—1j+1 Y ¢i—1
en representacion binaria.

El circuito R(x) sera como en el caso determinista, salvo que la partecpgua sera in-
corporada. Com@’ tiene tamafo constante que no dependedel circuito R(z) puede

ser computada en espacio logaritmico. Ademas, el cr@t(it:) es satisfactible si y sélo

si existe una secuencia de elecciondal que la tabla de computacion es aceptante siy
solo siz € L.

Entonces hemos llegado a probar es resultado. Una consg&aenmucha importancia
es el teorema de Cook:

Teorema 5.17 (Teorema de Cook) & esNP-completo.

La demostracion, ahora que conocemos el resultadarieUCTSAT, es simple: sed €
NP. Entonces, existe una reduccion flea QRCUITSAT, como QRCUITSAT es NP-
completo. Ademas, comoIRCUITSAT tiene una reduccion as$, se puede reducir tam-
bien deL a SaT por la composicion de reducciones. ComarS= NP, tenemos que
SAT esNP-completo.

5.3.1. Problemas NP-completos

La claseNP contiene numerosos problemas de importancia pactipécainente el pro-
blema tiene que ver con la construccion o existencia de jgtmmatematico que sa-
tisface ciertas especificaciones. La version de la corstn misma es un problema de
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optimizacon, donde la mejor construccion posible es la solucion disdan la version
dedecisbn, que es la version que pertenece a la cdBela pregunta es si existe por lo
menos una configuracion que cumpla con los requisitos dblgma. El libro de Garey
y Johnson [7] es la referencia clasica de los probleNfasompletos.

Se puede decir que la mayoria de los problemas interesg@amm@mputacion en el mun-

do real pertenecen a la clas. La aplicacion “cotidiana” de la teoria de complejidad
computacional es el estudio sobre las clases a cuales urpdaltlema pertenece: sola-
mente aNP o también &, 0 quizas a ninguna.

La herramienta basica para esta tarea es construir unasttagion que el problema de
interés sedP-completo, porque este implicaria que el problema es é&gnmenos pro-
bables de pertenecer en la cl&éota que si algln problemdP-completo perteneciera
aNP, aplicariaNP = P.

Si se sube a un nivel suficientemente general, muchos prablesaultatNP-completos.
En muchos casos es importante identificar cuales regsiiskactamente causan que el
problema result&lP-completo versus polinomial. Una técnica basica es estedlcon-
junto de instancias producidas por una reduccion utiizzdla demostracion de 9¢P-
completo para capturar otro problet®-completo.

El proceso de diseflar una demostracioriNdRecompletitud para un problema es en
general el siguiente:

(1) Jugar con instancias pequeiasdpara desarrollar unos “gadgets” u otros compo-
nentes basicos para usar en la demostracion.

() Buscar por problemas que ya tengan demostracion deNBetompletos que
podrian servir para la reduccion necesaria.

() Construir un reduccioik deun problemaP conocido yNP-completoal problema

0.

(1iv) Probar que con la entrad® ), si la solucion de&) es “si” que este implica que la
solucion deP conx también es siempre “si”.

(v) Probar que con la entrada si la solucion deP es “si” que este implica que la

solucion deR) con R(z) también es “si”.

En la construccion tipicamente se busca por represeadaglécciones hechas, la con-
sistencia y restricciones. Lo dificil es como expresandéuraleza del problemA& en
terminos dey.

Cuando ya esta establecido que un problema de inteféB-€esmpleto, normalmente se
dirige el esfuerzo de investigacion a

= estudiar casos especiales,

= algoritmos de aproximacion,
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analisis asintotica del caso promedio,

algoritmos aleatorizados,

algoritmos exponenciales para instancias pequeias o

métodos heuristicos de busqueda local.

5.3.2. Caracterizacbn por relaciones: certificados

Una relacionR C ¥* x ¥* se puede decidir en tiempo polinomial si y solo si existe
una maquina Turing determinista que decide el lengfiaje | (z,y) € R} en tiempo
polinomial. Una relaciorR estapolinomialmente balanceada

((z,y) € R) — (3k > 1 tal que|y| < |=|"). (5.37)
Seal C ¥* un lenguaje.
Aplica queL € NP siy solo si existe una polinomialmente balanceada
relacionR que se puede decidir en tiempo polinomial tal que
L={xe¥"| (z,y) € Rparaalglny € X"} . (5.38)

Para entender porqué esta definicion es valida, supgugaxiste tal relaciok. En-
toncesL esta decidida por una maquina Turing no determinista quel& entradar
“adivina” un valory con largo maxiqu\"" y utiliza la maquina par& para decidir en
tiempo polinomial si aplicér, y) € R.

Habra que razonar la equivalencia logica también enrkaditeccion: suponga que €
NP. Esto implica que existe una maquina Turing no deternamétgue decide d en
tiempo|z|* para algtn valor dé.

Definimos la relaciorR en la manera siguientéz, y) € R siy sblo siy es una codifi-
cacion de una computacion dé que acepta la entrada EstaR esta polinomialmente
balanceada, como cada computaciomdgene cota polinomial, y ademas se puede de-
cidir R en tiempo polinomial, como se puede verificar en tiempo patiial si 0 noy es
una codificacion de una computacion que aceptaa/N. ComoN decide al,, tenemos

L ={z| (z,y) € R paraalgln,}, (5.39)
exactamente como queriamos.

Un problemaA pertenece a la clag¢P si cada instancia con la respuesta “si” del proble-
ma A tiene por lo menos ueertificado concisg, también llamado utestigo polinomial

En los problemas tipicos que tratan de la existencia de jgtmimatematico que cumple
con ciertos criterios, el objeto mismo sirve como un ceediz — tipicamente el objeto
tiene un tamafo no muy grande en comparacion con la entPadajemplo, si se trata
se encontrar un cierto subgrafo, el subgrafo tiene tamafoayor al tamafno del grafo
de entrada. Los requisitos también suelen suficientensenfdes para poder verificar en
tiempo polinomial que un dado objeto realmente corresparids criterios definidos.
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5.4. Complejidad de algunas variaciones d8AT

5.4.1. Problemas:SAT

El lenguajek SAT, dondek > 1 es un entero, es el conjunto de expresiones booleasas
SAT (en ONF) en las cualesada chusula contiene exactameritditerales

Teorema 5.18.3SAT esNP-completo.

Claramente3SAT € NP por ser un caso especial detSy sabemos queS € NP. Ya
hemos mostrado quelRcuUITSAT esNP-completo y ademas una reduccion de@uiT-
SAT a SAT esta construida. Ahora vamos a considerar las clausutahigidas en esa
reduccion: jtodas tienen tres literales 0 menos! Comoléasalas son disyunciones, po-
demos “aumentar” cada clausula de uno o dos literales atre@sesimplemente por copiar
literales. Entonces, tenemos una reduccion gecGITSAT a3SAT.

A veces es posible aplicar transformaciones que elimirgumals propiedades de un len-
guajeNP-completo tal que el hecho que ebtR-completo no esta afectado.

Teorema 5.193SAT esNP-completo alin cuando solamente se permite que cada \ariabl
aparezca por maximo tres veces en la expresign 3SAT y ademas que cada literal
aparezca por maximo dos vecesgen

La demostracion es una reduccion donde cada instaneia3SATesta transformada a
eliminar las propiedades no permitidas. Considera unamiari que aparecé > 3 veces

en¢o. Introducimos variables nuevas, . . . , x;, y reemplazamos la primera ocurrencia de

x en¢ por x, la segunda par,, etcétera. Para asegurar que las variables nuevas tengan
todas el mismo valor, afademos las clausulas siguientes e

(mx1 V x9), (mx2 V 23), ..., (—) V 27). (5.40)

Denota pory’ la expresion que resulta cuando cada ocurrencia extraaleaniable enp
ha sido procesada de esta manera. Resulta’‘gqueecumple con las propiedades deseadas
y queq es satisfactible si y sblo 8i es satisfactible.

Para problemag:SAT, la frontera entre problemas polinomiales y problenh2
completos esta entrgSATy 3SAT. Para cada instancia de 2SAT, existe un algoritmo
polinomial basado en el problem@&RCHABILITY en un grafo&(¢). Las variables: de

¢y sus negacionesforman el conjunto de vértices d& ¢). Una arista conecta dos vérti-
cesz; Y z; Siy solo si existe una clausutaVv z; o z; V z; en¢. Es decir, s{z;, z;} € E,
también{z;, z;} € E.

La demostracion resulta del hecho gueo es satisfactible siy solo si existe una variable
x tal que existen caminos dea = y viceversa ertz(¢). Entonces, sabemos qR8AT es
polinomial. Ademas, resulta q@SAT< NL (habra que recordar q@€L C P).

ComoNL esta cerrada bajo el complemento, podemos mostrar areQ&8mplement
NL. La existencia del camino de “no satisfiabilidad” del remadt anterior puede ser
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verificada en espacio logaritmico por computacion nordetesta por “adivinar” una
variablex y el camino entrec y —zx.

El problema Max2SAT es una generalizacion @SAT:

Problema 5.17:MAX 2SAT

Dado: una expresion boolearaen ONF con no mas que dos lite-
rales por clausula y un enteko

Pregunta: ¢ existe una asignaciones de valdfegue satisfecha por lo
menosk clausulas de?

Se puede probar que M 2SaT esNP-completo.

5.4.2. SAT de “no todos iguales” (NAESAT)

El lenguaje MESATC 3SAT contiene las expresiones booleapgsara las cuales existe
una asignacion de valor&stal que en ninguna clausula detodas las literales tengan el
mismo valorT o L.

Teorema 5.20 NAESAT esNP-completo.

Ya sabemos que IBCUITSAT esNP-completo y vimos una reduccioR de QRCUIT-
SAT a SAT: para todo circuitd@’, tenemos qué’ € CIRCUITSAT sSiy sOlo SiR(C') €SAT.
Primero aumentamos todas las clausulas de la reducciontenes exactamente tres li-
terales por anadir uno o dos duplicados de un literdbnde hace falta. Vamos a mos-
trar que para la expresion booleaRa(C') en ONF de tipo3SAT aplica queR,(C) €
NAESAT< (' €CIRCUITSAT.

En la direccion£), si una asignacion de valoréssatisface a la expresion origina(C')

en el sentido de NESAT, también la asignacibnomplementarid’ lo satisface por la
condicion NAESAT: en una de las dos asignaciones asigral literal z, por lo cual todas
las clausulas originales estan satisfechas en estaaaggn Entonces, por la reduccion
de QRCUITSAT a $AT, existe una asignacion que satisface el circuito.

Enla direccion ), siC es satisfactible, existe una asignacion de valdrgee satisface
aR.(C). Entonces extendem@sparalR.(C') por asignafl’(z) = L. En ninguna clausula
deR,(C) es permitido que todos los literales tengan el valdy tampoco que todos ten-
gan el valorl). Cada clausula que corresponde a una puertartjpb, — o variable tenia
originalmente dos literales o0 menos, por lo cual contiengri’(z) = L. Sin embargo,
estan satisfechas p@r, por lo cual algun literal es necesariamente asignaddel Vaen
T para cada clausula.

Los Unicos casos de preocupacion son puertas datyo. En el caso de,, las clausulas
tienen la forma
(mgVhV2),(ngVh'Vz),(gV-hVv-h), (5.41)
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donde las primeras dos tienercon su valorl. En la tercera, no todas las tres pueden
tener el valorT porque asi no es posible satisfacer a las dos primerassgld=/ es
parecido.

5.5. Complejidad de problemas de grafos

En esta seccion, consideramos solamente grafos no disigid
Teorema 5.21INDEPENDENT SET esNP-completo.

Para demostrar el teorema, necesitamos un “gadget’aebwio. Si el grafo de entrada
contiene un triangulo, es decir, una camarilla de trefogs, solamente uno de los tres
participantes del triangulo puede ser considerado panagfioun conjunto independiente,
porque en un conjunto independiente, ningln par de @srfpaede compartir una arista.

Vamos arestringir la clase de grafos que permitimos: solamente consideraratsdos
vértices de cuales se puede dividirta@ngulos disjuntosEs decir, cada vértice del grafo
solamente puede tomar parte en un triangulo (por lo derdis)jly cada vértice tiene que
ser parte de un triangulo (por lo de haber sido divididon®@amos el numero de tales
triangulos pot.

Por construccion, obviamente en ese tipo de grafo ningajuato independiente puede
tener cardinalidad mayortaAdemas, un conjunto independiente de cardinalidadste
solamente si las otras aristas del grafo permiten elegiétice de cada triangulo sin que
tengan aristas en comin los vértices elegidos. NuestteeenR sera de3SAT a INDE-
PENDENT SET: para cada clausula de una instangide 3SAT, generamos un triangulo
en el grafoG = R(¢). Seana;, b; ¥y ¢; las tres literales de una clausula. Entonces,
habran vértices,;, vy; Y v.; en el grafoG y ademas las tres arist@s,;, vy }, {Vai, vei} Y
{wvi, ve; } Que forman el triangulo de los tres vértices de la clausyl

Ademas, hay que conectar las clausulas que compartexlesi Un vertice; que corres-
ponde a un literal de la clausu{g y otro vérticev; que corresponde a un literal de la
clausulaC;, dondei # j, estan conectadas por una arista si y solo si los litesatemles
corresponden los vértices y v; son de la misma variable, pero el literal es positivo en
C; y negativo erC';. Como un ejemplo, se puede construir un grafo que corregpand

925 = (ZL’l V ) V $3) N (_|$1\/ 75 ) V _|$3) A\ (_hIl V T2 vV xg). (542)
Con el grafay asi construido y la cotaque es la cardinalidad del conjunto independiente

en el problemaNDEPENDENT SET siendok = t, tenemos definida nuestra reduccion.

Habra que mostrar que es correcta la reduccion: existenjamto independienté C V
en el grafoG = R(¢) tal que|l| = k 'y ¢ tienek clausulas siy solo s es satisfactible.

Suponga que tal conjuntoexiste. Coma tienek clausulas yi| = k, por construccior
necesariamente contiene un vértice de cada uno deti@ngulos. El conjuntd no pue-
de contener ningln par de vértices que corresponda umgeacia positiva de un variable
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2 Y una ocurrencia negativar de la misma variable. Entonceg,define una asignacion
de valored! Si un vérticev pertenece d y v corresponde a una ocurrencia positiva de la
variablez, aplica quel'(x) = T. Si el vérticev € I corresponde a una ocurrencia nega-
tiva —z, aplica quel'(x) = L. Cada par de literales contradictorios esta conectad® en
por una arista, y entonces la asignacidasi definida es consistente. Por Gltimo, camo
contiene un vértice de cada triangulo, y cada triangsilarea clausula, cada clausula tiene
exactamente un literal con el valor, porque necesariameritéz) = T o T(—z) = L
que implicaqud’(x) = T para la variable el vértice de cual esta incluido en el conjunto
independientd.

En la otra direccion, utilizamos el mismo trucoyses satisfactible, dada la asignacibn
gue la satisface, identificamos cuales literales tienemlervi enT. Elegimos de cada
clausula un literal con el valor. Los véertices que corresponden a estos literales forman
el conjunto/. Son uno por clausula, y entoncds$ = k si ¢ tienek clausulas. Ademas,
por construccion, los vértices asi elegidos no estaectados por ninguna arista, porque
solamente elegimos uno por triangulo y las aristas fuerlbslériangulos estan entre
literales contradictorios.

Por Teorema 5.19, podemos hacer esta construccion sdlsgroniendo que cada li-
teral ocurre por maximo dos veces. En consecuencia, eb guad resulta tiene grado
maximo cuatro:

Teorema 5.22INDEPENDENT SET esNP-completo para grafos de grado maximo cuatro.

También aplica queNDEPENDENT SET esNP-completo para grafos planos, pero la de-
mostracion se deja como ejercicio.

Por las conexiones conocidas entk®EPENDENT SET, CLIQUE Yy VERTEX COVER,
llegamos a reducciones triviales que demostracionn ldesige:

Teorema 5.23. CLIQUE Yy VERTEX COVER sonNP-completos.

5.5.1. El problema de flujo naximo

Dado un grafo dirigido con capacidades en las aristas y ua flajoptimo, se puede
aumentar el flujo que cruza un corte desde el lade dkelado det o alternativamente
por disminuir el flujo desde el lado deal lado des. Este nos ofrece un algoritmo para
descubrir el flujo maximo. Para empezar, podemos elegiujel ¢ero, donde el flujo por
cada arista es cero — no rompe con ninguna restriccionopoudl es un flujo factible,
aunque no 6ptimo.

Para aumentar el flujo, buscamosaamino aumentantqgue en este caso es un camino
C des at en el cual de puede viajar por las aristas segln su direecEn contra
Las aristagv, w) incluidas seran tales que si se viaja en la direccion maigaplica que
f(v,w) < c¢(v,w), pero si se viaja en contré(v, w) > 0. Definimos una funcién auxiliar

c(v,w) — f(v,w), si{v,w) € E,
8(v,w) = { f(v,w), si(w,v) € E, (5:43)
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Figura 5.1: En ejemplo de un grafo con flujo y su grafo residual

y sead = ming d(v,w). El flujo se aumenta por afadiren todos los flujos que van

segun la direccion de las aristas en el cantihg restard de todos los flujos que van en
contra enC'. Por la manera en que elegimo§,an0 rompemos ninguna restriccion, ni de
capacidades ni de balance. Este procedimiento se itera fpastya no existan caminos
aumentantes. Cuando ya no existe camino aumentante nirgludhgo es maximal.

La eficiencia del método presentado depende de como s&wgms caminos aumen-
tantes. La mayor eficiencia se logra por elegir siempre eirta@umentante de largo
minimo; el algoritmo que resulta es polinomi@l,(nm?) = O (n°). Es posible que ha-
yan mas de un camino de largo minimo — aplicandolos totlogsamo paso resulta en
un algoritmo de complejidad asintotiéa(n?).

Primero construyamos wjrafo residualque captura las posibilidades de mejoramiento
que tenemos. El grafo residu@l = (V, E;) del grafoG = (V, E)) con respeto a un flujo
f tiene

{{v,w} € B[ ((f(v,w) < c(v,w)) V (f(w,v) > 0)) }. (5.44)
La capacidad de aumentte la arista{v, w} € E; se define como
/ _ C(Uv U}) - f(v,w) si {U7w} < Ea

¢(v,w) = { f(w,v) si{w,v} € E. (5.45)

Para un ejemplo de un grafo residual, ver la figura 5.1.

Cada camino simple entrey ¢ en el grafo residuals; es un camino aumentante de
El valor deé es igual al capacidad de aumento minimo del camino. Sagoekolver el
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problema de flujo maximo por empezar con el flujo cero, iteraonstruccion dé:; y
la incorporacion de un camino aumentante hasta que ya rsodaainos e des at.

SeaA el conjunto de vértices que en el Gltimo grafo residuabe puede alcanzar desde
Entonces, por construccion en el grafo origiiatada arista que cruza el cofté, 1\ A)
desdeA al otro lado tiene flujo igual a su capacidad y cada arista quenwcontra sobre
el corte tiene flujo cero. Es decir, la capacidad del cortgeal ial flujo actual.

Para elegir los caminos aumentantes mas cortos en el gsaftual, utilizamos busqueda
en anchura desde En subgrafo formado por los caminos cortoggrse llama lared de
capas(inglés: layered network) y la denotamos @@f. Su construccion es la siguiente:
se asigna a cada vértice un valor de “capa” que es su diatdesie. Solamente vértices
con distancias finitas estan incluidas. Una afstav} deG/ se incluye ert’; solamente

si el valor de capa de es el valor de capa demas uno. La complejidad asintotica de la
construccion dé’; esO (m).

En el grafoG’;, cada camino de at tiene el mismo largo. El mejor aumento seria igual
al flujo maximo enz’,, pero en el peor caso es igual en complejidad al problemanatig
Entonces construyamos una aproximacion: definimdisjelmayorenG’; como un flujo
gue ya no se puede aumentar con caminos que solamentenuitizéas que “avanzan”
haciat.

Definimos como ellujo posiblede un vértice es el minimo de la suma de las capacidades
de las aristas que entran y de la suma de las capacidadesadistas que salen:

vy = min Z d(u,v), Z d(v,w) 3. (5.46)

{u,v}EG} {v,w}EG}

Primero sacamos d&} todos los vértices con flujo posible cero y cada arista agtytaca
estos vertices. Después identificamos el vérticen flujo posible minimo. “Empujamos”
una cantidad de flujo igual al flujo posible delesdev haciat. Después “retiramos” flujo

av de sus aristas entrantes por construir caminos desde hasta que se satisface la
demanda de flujo que sale dea t. Ahora actualizamos las capacidades de las aristas
afectadas y memorizamos el flujo generado y el camino que toma

Computamos de nuevo los flujos posibles y eliminamos de nuenices con flujo posi-
ble cero juntos con sus aristas adyacentes.\Si quedaron fuera, el flujo construido es
el flujo mayor enz’;. Si todavia estan, repetimos el proceso de elegir elmaryi empu-
jar y retirar flujo. Iteramos asi, sumando los flujos genesdthsta que y ¢ ya no estén
conectados et

La construccion de una red de capa’s toma tiempoQO (n?) La distancia entre y ¢
esta en el peor cag0 (n). Cada iteracion de construccion de una red de capasiliza
caminos mas largos que el anterior, por lo cual la constinse repite) (n) veces. Las
operaciones de empujar y retirar flujo son ambas de comatepdintoticad (n) y de
ejecutan en total (n) veces. Entonces, el algoritmo del flujo mayor tiene combdeii
asintoticaO (n?).
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5.5.2. El problema de corte nnimo

El problema de corte minimo es igual al problema del flujximé@: se resuelve por fijar
un vértices cualquiera 'y después resolver el flujo maximo entyeodos los otros verti-
ces. El valor minimo de los flujos maximos corresponde dgkaninimo del grafo entero.
Entonces, como existen algoritmos polinomiales para ddlpnoa de flujo maximo, y so-
lamente repetimos — 1 veces su ejecucion, el problema del corte minimo perteada
claseP.

Sin embargo, el problema de decision siguiente es muclsalifiail:

Problema 5.18:MAx CuUT

Dado: un grafoG = (V, £') no dirigido y no ponderado y un entero
k
Pregunta: ¢ existe un corte e@ con capacidad igual o mayor&

Teorema 5.24 MAX CuT esNP-completo.

Hacemos la demostracion paralltigrafoscon una reduccion desdeaNSAT. Nota que
un grafo simple es un caso especial de multigrafos.

Para una conjuncion de clausutas- C; A ... AC,., construimos un grafe' = (V, E) tal
queG tiene capacidad de corfe si y solo si¢p es satisfactible en el sentido de®sAT.

Los vértices del grafo seran los literales.. . ., x,,, -x1, ..., —z, dondex, ..., x, son

las variables dé. Para cada clausudav 3V, incluimos las aristas del triangulo entre los
vértices que representama y . Si la clausula tiene solamente dos literales, ponemos
dos aristas entre los vértices que corresponden; de haejar, convertir cada clausula a
uno con tres literales por repetir un literal segln neegsiEntonces tenemos en taial
ocurrencias de variables.

Ademas, incluyemos; copias de la aristéz;, —x;} donden; es el nUmero total de ocu-
rrencias de los literales y —z; en¢.

Para comprobar que sea correcta la construccion, supogaxiste un corteS, V' \ )
con capacidadm o mayor.

Si un literal que corresponde al vérticgparticipa enn; clausulasy; tiene al maximo

2n; aristas a otros vértices ademas derlagristas a su negacion. Se supone que una
variable y su negacion no aparecen en la misma clausulapasj la clausula seria una
tautologia. Entonces, los dos vértices representandy ax; tienen en total al maximo
2n; aristas a vertices que representan a otros literales.

Si estuvieran cada variable y su negacion las dos en el mistay su contribucion a
la capacidad del corte seria por maxifrg. Si cambiamos al otro lado el vértice con
menos aristas “externas”, la contribucion al tamafo deeatel par no puede disminuir
(las aristasn; entre los dos veértices cruzarian el corte después debiourkEntonces
podemos asumir que caenlados distintoglel corte.
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Seas el conjunto de literales asignadas por lo cualV \ S contiene los literales que
tienen asignado el valar. Como ahora cada variable y su negacion estan el lados dife
rentes, contribuyen una arista por ocurrenciaees decir, en totalr aristas. Para lograr
gue sea mayor o igualran la capacidad del corte, habra que 3earistas que son aristas
de los triangulos representando a las clausulas cruzrmote. Entonces, cada triangu-
lo tiene que estar separado: dos vértices en un lado y urteoalAsi cada uno de los
triangulos necesariamente contribuye dos aristas. Adeoomo por lo menos un véertice
de cada clausula pertenece en el conjunto de literalesadg al” y por |0 menos un
vértice de cada clausula pertenece al conjunto de erasignados a, la asignacion
satisface @ en el sentido de NESAT.

En la otra direccion es facil: dada una asignaditay en el sentido de NESAT, podemos
agrupar los vértices a darnos un corte con capacidad magaababr.

Antes definimos un problema de biseccibn maximaxVBISECTION). Una pregunta
interestante es si Mx BISECTION es mas facil que Mx CuT?

Teorema 5.25MAX BISECTION esNP-completo.

La reduccion es de MxCuT a MAX BISECTION por modificar la entrada: afiadimas
vértices no conectados’a Ahora cada corte dé se puede balancear a ser una biseccion
por organizar los vértices no conectados apropiadamelute @os lados. Entonces, el
grafo original tiene un corteS, V'\ S) de tamafid: o mayor siy solo si el grafo modificado
tiene un corte de tamafioo mayor conS| = [V \ 5].

El problema de minimizacion correspondiente, o seaGUT con el requisito de ser una
biseccion, también d$P-completo, aunque ya sabemos quaenkuTe P:

Problema 5.19:MIN BISECTION

Dado: un grafo no dirigido y un enterb

Pregunta: ¢ existe una biseccion con cardinalidad menor o iguél a
Teorema 5.26 MIN BISECTION esNP-completo.
La demostracion es una reduccion deMBISECTION: la instancia es un grafé’ =
(V, E) con un numero par de vértices= 2c. Ese grafo tiene una biseccion de taméfo
0 mas si y solo si el grafo complemerttatiene una biseccion de tama#fo— £ 0 menos.
5.5.3. Caminosy ciclos de Hamilton

Teorema 5.27 HAMILTON PATH esNP-completo.

La reduccion es d8SAT a HAMILTON PATH: dada una expresion en ONF con las
variablesry, ..., z, y clausulag’;, . . ., C,, tal que cada clausula contiene tres literales,
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Figura 5.2: Los gadgets de la reduccion3®aT a HAMILTON PATH: a la izquierda, el
gadget de eleccion, en el centro, el gadget de consistgrecia derecha, el gadget de
restriccion.

un grafoGG(¢) esta construida tal qué(¢) contiene un camino de Hamilton si 'y s6lo si
¢ es satisfactible. Se necesita tres tipos de gadgets (vea Bo2:

= gadgets deleccbnque eligen la asignacion a las variahles

= gadgets deconsistenciaque verifican que todas las ocurrenciasageengan el
mismo valor asignado y que todas las ocurrenciasxdengan el valor opuesto,

= gadgets deestriccibn que garantizan que cada clausula sea satisfecha.

Los gadgets de eleccion de las variables se conecta enGada clausula tiene un gadget
de restriccion. Las conexiones entre los gadgets deaeisiniy eleccion llevan un gadget
de consistencia conectando los gadgets de restriccidmamsta de “verdad” de; si el
literal es positivo y a la arista de “falso” de si el literal es negativo.

Adicionalmente se ahade aristas para conectar todosdagtios, el Gltimo vértice de la
cadena de los gadgets de eleccion y un vértice adiciotalque formen una camarilla
estos3n + 2 vértices. Otro vértice auxiliap esta afiadido y conectado con una arista a
La idea de la construccion es que un lado de un gadget dec#&stresta recorrida por

el camino de Hamilton siy solo si el literal a cual corresp®es falso. En consecuencia,
por lo menos un literal de cada clausula es verdad porquectmeaso todo el triangulo
sera recorrido. EI camino empezara en el primer véertetadadena de los gadgets de
eleccion y termina en el vértiee. Se omite las detalles de verificar que esté funcional la
reduccion, dejandolas como un ejercicio.

Como una consecuencia, obtenemos un resultado sobre &mpeotel viajante:

Teorema 5.28.TsPD esNP-completo.

Lareduccion sera deA#miLTON PATH a TSPD: dado un graf@s = (V, £') conn veértices,
hay que construir una matriz de distancigsy decidir un presupuestB tal que existe
un ciclo de largo menor o igual/a si y soélo siG contiene un camino de Hamilton (nota:
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no un ciclo, sino un camino). Etiqguetamos los vértites= {1,2,...,n} y asignamos
simplemente
[ 1, si{i,j}eFE,
dij = { 2, en otro caso. (5.47)

El presupuesto serB = n + 1. Nota que asi el grafo ponderado que es la instancia de
TsPD es completo.

Ahora, si existe un ciclo de largo menor o iguak & 1, este camino utiliza al maximo
un par de vertices caty; = 2, por lo cual utiliza por maximo un elemento que no corres-
ponde a una arista del grafo origirtal Entonces, si quitamos esta conexion del ciclo, nos
gueda un camino que también existe(ém visita a cada vértice. Este es exactamente un
camino de Hamilton.

En la otra direccion: gix contiene un camino de Hamilton, basamos el ciclo deDres
ese camino y afladimos una conexion entre los puntos finasta conexion es costo
maximo dos, por lo cual cumplimos con el presupuestol, porque el costo del camino
esn — 1 (todos los pares son aristas @)y la conexion adicional tiene costo menor o
igual a dos.

5.5.4. Coloreo

El coloreo de grafos con dos colores es facil (pertende® aero con tres colores ya es
dificil:

Teorema 5.293COLORING esNP-completo.

La reduccion sera de AESAT a 3COLORING. De una conjuncion de clausulas= C; A
...NC,, convariables, . .., z,, construyamos un graf(¢) tal que se puede colorear
G(¢) con tres colores, denotadg8, 1,2} si y solo si existe una asignacion de valores
gue satisface a en el sentido NESAT.

Los gadgets para las variables son unos de eleccion en fdentiaangulo tal que los
vértices del triangulo son, z; y —x; — el vérticev participa en todos los gadgets de
eleccion. Para cada clausula, ponemos también umgtri@icon los verticeR”;1, Cis, Ci3)
donde ademas cada,; esta conectado al vértice del literal nUmgrde la clausula’;.

Verificando la reduccion en la direccior=": supone que el vértice tenga color2.
Entonces ninguno de los vértices de las variables pueeée ¢tcolor dos, sino que uno
o cero. Interpretamos sus colores como una asignacionldieesauno es verdad y cero
es falso. Sitodos los literales de alguna clausula soradendodos falso, sera imposible
colorear dC;1, Cis, Ci3]. Entonces, los colores satisfacen an el sentido de NESAT.

En la direccion “=": supone quep es satisfactible por una asignacidnen el sentido
NAESAT. Entonces podemos “extraer” el coloreo@gy) deT" de la manera siguiente:
tiene color dos. SI'(z;) = T, el color der; es uno y de-z; es cero. En el caso contrario,
los colores se asigna viceversa. De cida Co, C;3], dos literales con valores opuestos
seran coloreados con uno y cero y el tercer vértice conlef dos.
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5.5.5. Conjuntos y mimeros

El problema d8SMATCHING es el siguiente:

Problema 5.20:3MATCHING

Dado: tres conjuntosd, B y (', cada uno com elementos y una
relacion ternarid C A x B x C'

Pregunta: ¢ existe un conjunto detriples (a, b, ¢) enT que no com-
parten ningn componente entre cualesquiera dos triples?

Teorema 5.303MATCHING esNP-completo.

La reduccion es dgSATy esta presentado en el libro de texto de Papadimitriou [15]
cantidad de problemdsP-completos de conjuntos es muy grande y uno de ellos sirve
para dar una reduccibn que muestra gregramacén enteraesNP-completo, mientras
programacon linealpertenece & .

5.6. Algoritmos pseudo-polinomiales

También el famos@roblema de la mochildKNAPSACK, inglés: knapsack) eBIP-
completo, lo que se muestra por un problema de conjuntogeftalexacto, inglés: exact
cover). Es un problema clasico de optimizacion combimatdonde la instancia es una
lista de NV diferentes articulog; € ¢ y cada objeto tiene unatilidad v(y;) y un peso

w (p;). La pregunta es qué conjundd C ¢ de articulo deberia uno elegir para tener un
valor total por lo menos si tiene una mochila que solamente soporta peso hasta tm cier
limite superionl. Entonces, con la restriccion

U= wip) (5.48)

peM

se aspira maximizar la utilidad total

> v(e) > k. (5.49)

peM

Cada instancia del problema de la mochila se puede resaiviemepoO (N - V), aunque
el problema edlP-completo. Definimos variables auxiliar€gw, i) que es el valor total
maximo posible seleccionando algunos entre los primeao$culos tal que su peso total
es exactamente. Cada uno de lo¥ (w,i) conw = 1,...,Vyi=1,..., N se puede
calcular a través de la ecuacion recursiva siguiente:

V(w,i+ 1) = max{V(w,1),vit1 + V(w — wit1,1)} (5.50)
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dondeV (w,0) = 0 para todaw y V' (w, i) = —oo siw < 0. Entonces, podemos calcular
en tiempo constante un valor 8w, i) conociendo algunos otros y en total S ele-
mentos. Este algoritmo tiene tiempo de ejecud@dnV - V). La respuesta de la problema
de decision es “si” Unicamente en el caso que algun Valor, i) sea mayor o igual &.

Entonces, ¢como puede ser esto un problsifaaompleto? Para pertenecePa ne-
cesitaria tener un algoritmo polinomiah el taméo de la instanciaque es mas como
N-log ¥y asi menor que el parametro obtenidol (tomando en cuenta quie= 28 7).
Tal algoritmos donde la cota de tiempo de ejecucion es qailial en los enteros de la
entrada y no sus logaritmos se llama un algoripaeudo-polinomial

5.7. Problemas fuertemente NP-completos

Un problema esuertementéNP-completosi permanec&P-completo incluso en el caso
que toda instancia de tamaioesta restringida a contener enteros de tamafio maximo
p(n) para algin polinomiap. Un problema fuertementdP-completo no puede tener
algoritmos pseudo-polinomiales salvo que si aplicalggea igual &P. Los problemas
SAT, MAXCuUT, TsPD y HAMILTON PATH, por ejemplo, son fuertemen#-completos,
pero KNAPSACK no lo es.
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Capitulo 6

Estructuras de datos

Un paso tipico en el disefio de un algoritmo es la elecogmth estructura de datos apro-
piada para el problema. En esta seccion revisamos algstrasteras que se utiliza en
construir algoritmos eficientes para problemas de detisi@roblemas de optimizacion.

6.1. Arreglos

Un arreglo es una estructura capaz de guardar en un orden #jementos. Los indices
de las posiciones pueden empezar de cero

al] = lag, a1, a9, ..., a, 1] (6.1)

o alternativamente de uno
b[] = [b1,b2, ..., by_1,by]. (6.2)

Hay que cuidar que se use las indices consistentementefi&e rominmente al ele-
mento con indicé comoa[k| en vez deu. El tiempo de acceso del elemento en posicion
k enun arreglo e® (1).

Por defecto, se asume con los elementos guardados en uloarcegstén ordenados
por ningln criterio. La complejidad de identificar si unegio no ordenadal| contiene
un cierto elementa esO (n), como habra que comprar cada elemetjtd conz y el
algoritmo termina al encontrar igualdad. Si el elementosta en el arreglo, tenemos el
peor caso de exactamenteomparaciones.

Arreglos sirven bien para situaciones donde el nimero eleaitos que se necesita es
conocido y no muy variable. Si el tamafio no esta fijo ni cadmacominmente hay que
ajustar el tamafo por reservar en la memotra arreglo del tamafno deseado y copiar los
contenidos del arreglo actual al nuevo.

83
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Figura 6.1: El peor caso de la bisqueda binaria: el elenpiviite esu k] tal quek = |5 ].
Estamos buscando para el elemento pequsfioun arreglo que no lo contiene< ali]
para toda. La parte dibujada en gris esta rechazada en cada itaracio

6.1.1. Bisqueda binaria

Si el arreglo esta ordenado en un orden conocido, un algonhejor para encontrar
un elemento igual a esla busqueda binariacompararz con el elementa[k| donde

k = |5] (o alternativamenté = [%], depende de si los indices comienzan de cero o
uno). El elementa:[k] se llama el elementpivote Sialk] = z, tuvimos suerte y la
bUsqueda ya termind. Las otras opciones son:

(1) Sia[k] < xy el arreglo esta en orden creciente, habra que buscarlestelemen-
tosalk + 1] y el Gltimo elemento.

(1) Sial[k] > x'y el arreglo esta en orden creciente, habra que buscar enprimer
elemento y el elementgk — 1].

(n) Sialk] < zy el arreglo esta en orden decreciente, habra que busttaretprimer
elemento y el elementgk — 1].

(v) Sialk] > =y el arreglo esta en orden decreciente, habra que bustar les
elementosi|[k + 1] y el ltimo elemento.

Entonces, si es el primer indice del area donde buscaf gs el Ultimo indice del
area,repetimosel mismo procedimiento de eleccion Heg comparacion con un arreglo
alt) = lai, a;+1, ..., aj_1,a;]. Elresto del arreglo nunca sera procesado, que nos ofrece u
ahorro. De esta manera, si el arreglo siempre se divide epadtess de aproximadamente
el mismo tamafio, la iteracion termina cuando la parteistsxgle un solo elemento. El
peor caso es que el elemento esté en la primera o la Gltisieipo del arreglo. La figura
6.1 muestra un ejemplo del peor caso.

Para contar cuantas divisiones tiene el peor caso, tomamosenta que el tamafio de la
parte que queda para buscar tiene al maxifhoelementos. Sabemos que al tltimo nivel
el tamafo de la parte es uno. Considerando estas obsemgsciiegamos ya con pura in-

tuicion el hecho que en el peor caso habig (n) divisiones. Cada division contiene una
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comparacion de con unalk] y la asignacion del nuevo indice inferior y el nuevo irdic
superior. Entonces sdhog,(n) operaciones y la complejidad asintoticasélog(n)).

6.1.2. Ordenacbn de arreglos
Algoritmo de burbuja (bubble sort)

Hay varios algoritmos para ordenar los elementos de unlariggo de los mas basicos
— y menos eficientes — es el algoritmo loierbuja(inglés: bubble sort):

(1) Inicia una variable contadora a cera:= 0.
(1) Comenzando desde el primer elemento, comparalo conweesig.
() Sisu orden esta correcto con respeto a la ordenacioadeseejalos asi.

(iv) Sino estan en orden, con la ayuda de una variable aukilidercambia sus valores
y incrementa a la contadora;= ¢ + 1.

(v) Avanza a comparar el segundo con el tercero, repitiendasshmprocesamiento,
hasta llegar al final del arreglo.

(vi) Sialfinal,c # 0, asigna: := 0 y comienza de nuevo.

(vi) Sialfinalec = 0, el arreglo esta en la orden deseada.

En cada paso un elemento encuentra su lugar correcto, poal@lcnUmero maximo de
iteraciones de hacer es

El peor caso es que el orden de los elementos es exactameoteriario a lo deseado: por
ejemplo, para ordenar elementos en orden creciente a orden decreciente, negesita
repetir el acceso al arreglo enterweces (ve ejemplo en figura 6.2. En cada iteracion, se
hacen —1 comparacionesy en el peor caso cada uno llega a un intercaaposiciones.

La complejidad asintotica del algoritmo €5n?).

Ordenacion por seleccbn (selection sort)

Dado un arreglo de elementos, podemos ordenar sus elementos en el ordennteecie
con el siguiente procedimiento:

(1) Asigna: := primer indice del arregla|].
() Busca entréy el fin del arreglo el elemento menor.

(i) Denote el indice del mejor elemento @oy guarda su valor en una variable auxiliar
t:= alk].
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(1v) Intercambia los valores dgi| y a[k|: a[k] := ali], ali] := t.
(v) Incrementa el indice de posicion actuak= i + 1.

(v1) Itera hasta quéesté en el fin del arreglo.

Para ordenar en orden decreciente, habra que siempre leligl@mento mayor entre
y el fin del arreglo. Este algoritmo se llamadenacon por selecdn (inglés: selection
sort).

En el peor caso, cuando los valores del arreglo estan em oederso a lo deseado, la
primera iteracion tiene — 1 comparaciones, la segunda tiene- 2, etcétera, hasta que
el tltimo solamente tiene una. En total, hay

n—1 n—1
. . n(n—1)
1424... 4n—24n—-1= = =~ :
+2+...+n +n Z] Z] 5 (6.3)
j=1 7=0
por ecuacion 1.35. Entonces, la complejidad asintota@ é:%), pero en practica, aho-
rramos varias operaciones en comparacion con la ordanpor burbuja.

Ordenacion por fusion (mergesort)

Es una operacio® (n) combinar dos listas ordenadas en una sola lista ordenada baj
el mismo criterio. Por ejemplo, si la entrada son dos listag B de nUmeros enteros
ordenaros del menor a mayor, la lista combinada se crea @oell@rimer elemento de
Ay el primer elemento dé3, afiadir el minimo de estos dos en la lista nuévy re-
emplazar en la variable auxiliar por leer el siguiente elgimele su lista de origen. En
este idea se basa el algoritmo siguiente de ordenacion.

La ordenaciormor fusbn (inglés: mergesort) funciona por divisiones parecidasalk la
bUsqueda binaria. El arreglo esta dividido a dos partesaeno tamafio (mas o menos
un elemento): la primera parte tiene largp| y la segunda tiene largo — | 5 |. Ambos
subarreglos estan divididos de nuevo hasta que conténgbementosi > 1 < n. Al
llegar al nivel donde la lista tiene elementos, se utiliza otro algoritmo de sortearlo, por
ejemplo uno de los dos ya presentados. Opcionalmente siaijairi = 1.

Las dos subarreglds|| y b,[| asi ordenados est@ombinadogon uso de memoria auxi-
liar: se forma un arreglé[] por elegir elementos del comienzo de los dos arreglos orde-
nados:

(1) Asignai; ;== 0,4, :=0yi:=0

(1) Siblif] < b.[i,], asignabli] := b,[i,] y después actualiza los indices relacionados:
=1+ 1yi:=1+ 1.

() Sibglig] > b.[i.], asignabli] := b.[i,| y después actualiza los indices relacionados:
=1+ 1yi:=1+1.
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(iv) Cuandadi, 04, pasa afuera de su subarreglo, copia todo lo que queda derggio
al final deb]].

(v) Mientras todavia quedan elementos en los dos subarreglute la eleccion del
elemento menor a guardar &h

Ordenacion rapida (quicksort)

La idea de la ordenacion rapida es también dividir elgdorgpero no necesariamente en
partes de tamafo igual. Se elige un elemento piuQtesegin algin criterio (existen
varias opciones como elegirlo), y divide el arreglo de ef#rd] en dos partes: una parte
donde todos los elementos son menoref:ay otra parte donde son mayores o iguales
aa[k] por escanear todo el arreglo una vez. Esto se puede implanuamt dos indices
moviendo el el arreglo, uno del comienzo y otro del final.riglice del comienzo busca
por el primer elemento con un valor mayor o igual al pivoteemtrias el indice de atras
mueve en contra buscando por el primer elemento menor depkbencontrar elementos
tales antes de cruzar un indice contra el otro, se interiealmd dos valores y continua
avanzando de las mismas posiciones de los dos indicesu2arcrse ha llegado a la
posicion donde cortar el arreglo a las dos partes.

Se repite el mismo procedimiento con cada uno de las dosspa#$e nivel por nivel
resultan ordenadas los subarreglos, y por el procesantfiesta ya en los niveles ante-
riores, todo el arreglo resulta ordenado. El analisis dekgort esta presentado como un
ejemplo del analisis amortizada en seccion 7.3.1.
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1 2 3 45 6 7 8 9
21 3 45 6 7 89

2 31 456 7 89

2 3 4156 7 89

2 3 4516 7 8 9

2 3 45 617 8 9
2 3 45 6 71 8 9
2 3 4 5 6 7 819

2 3 45 6 7 8 91
3 2 4 5 6 7 8 91

3 4256 7 8 91

3 4526 7 8 91

3 45 62 7 8 91

3 45 6 72 8 91
3 45 6 7 82 91
3 45 6 7 8 921

345 6 7 8 9 21
4 356 7 8 9 21
4 5 3 6 7 8 9 2 1

4 56 37 8 9 21

4 5 6 73 8 9 2 1

4 5 6 7 83 9 21
4 5 6 7 8 93 2 1
4 5 6 78 9 321

7 8 9 6 54 3 2 1
8 7 9 6 5 4 3 2 1

8 97 6 5 4 3 2 1

8 9 7 6 5 4 3 2 1
9 8 7 6 5 4 3 21

Figura 6.2: El peor caso de ordenacion con el algoritmoujartbos elementos estan al
comienzo en orden creciente y el orden deseado es deceedi@nposicion del proce-
samiento esta marcada con letra negrita y por cada camdpjouitna linea nueva. Las

iteraciones estan separadas por lineas horizontales.
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6.2. Listas

Listas son estructuras un poco mas avanzadas que purgksy@mo tipicamente per-
miten ajustes de su capacidad.

Una listaenlazaddinglés: linked list) consiste de elementos que todosaraydn ademas
de su dato, upunteroal elemento siguiente. Si el orden de los elementos no esta a
vamente mantenido, es facil agregar un elemento en la Gstar el elemento nuevo,
inicializar su puntero del siguiente elemento a nulo, y hgce el puntero del siguiente
del Gltimo elemento actualmente en la lista apunte al eftor@uevo. Para acceder la lis-
ta, hay que mantener un puntero al primer elemento. Si tamga mantiene un puntero al
Gltimo elemento, afadir elementos cuadtal) unidades de tiempo, mientras solamente
utilizando un puntero al comienzo, se necesita tieda), donden es el nUmero de
elementos en la lista.

Siuno quiere mantener el orden mientras realizando irw&siy eliminaciones, hay que
primero ubicar el elementanterioral punto de operacion en la lista:

= parainsertarun elemento nuevo inmediatamentdesp@sdel elementa; actual-
mente en la lista, hay que ajustar los punteros tal que eepudel siguiente.sig
dewv tenga el valor de:.sig, después de que se cambia el valoraéy a puntar a
v,

= paraeliminarun elementa, el elemento anterior siendg primero hay que asignar
u.Sig := v.sig y después simplemente eliminara que ya no hay referencia de la
lista.

Una listadoblemente enlazad&éene ademas en cada elemento un enlace al elemento an-
terior. Su mantenimiento es un poco mas laborioso por guneactualizar mas punteros
por operacion, pero hay aplicaciones en las cuales su iefiesenejor.

Con listas, ganamos tamaio dinamico, pero busquedarssuitas de elementos ahora
tienen cost@ (n) mientras con arreglos tenemos acceso en tiethpp y tamafo “rigi-
do”.

6.2.1. Pilas

Una pila (inglés: stack) es una lista especial donde todas las dpees estan con el
primer elemento de la lista: se aflade al frente y remuevieatgk. Su funcion es facil de
entender pensando en una pila de papeles en un escritode d@mmpre se toma el papel
de encima para procesar y cada documento nuevo se colocaaedeilos anteriores.
Una pila es bastante facilmente implementada como uraadigazada manteniendo un
puntergp al primer elemento. Al ailadir un elemento nueyprimero se asignasig := p

y despuégp = v.
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6.2.2. Colas

Una cola (inglés: queue) es una estructura donde los elemento®siliegan al final,
pero el procesamiento se hace desde el primer elementoiffaodas estan facilmente
implementadas como listas enlazadas, manteniendo unrpuaiteomienzo de la cola y
otro al final.

6.2.3. Ordenacon de listas
Ordenacion por insercion

Para ordenar una lista = [¢1, (s, ..., ¢,] en orden creciente, necesitamos una subrutina
insertar(L, i, X) que busca desde el comienzo la posici@m la listal. por un
elementol; < x hacia la primera posicion, tal qye< :. Al encontrar tal elemento,

el elementor estara insertada en la posicion justo después del etenignSi no se
encuentra un elemento asi, se inseréd comienzo de la lista.

El procedimiento de la ordenacion empieza con el primenefeo de la lista y progresa
con una variable indicadora de posicidhasta el Gltimo elemento. Para cada elemento,
quitamo¥/; de la lista y llamamos la subrutimaser t ar (L, i, x) para volver a guardar-

lo.
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6.3. Arboles

Un arbol den vértices etiquetados, 2, ..., n se puede guardar en un arregld de n
posiciones, donde el valor d¢] es la etiqueta del vértice padre del vértic®tra opcion
es guardar en cada elemento un puntero al vértice padres{yl@mente del padre una
estructura de punteros a sus hijos).

Arboles son estructuras muy (tiles para servir conaicesde bases de datos, 0 mas sim-
plemente, grupos de datos que habra que ordaraoles permiten realizar eficientemen-
te operaciones coninsercioneseliminacioney busquedasle los elementos guardados.
El Gnico requisito es que exista ondensobre el espacio de latavesde los elementos
gue se maneja, tal como el orden alfabético o orden creciannérico, etcétera. Cada
elemento consiste de una clave (no necesariamente Unico)igto — el arbol de indice
se ordena por las claves y se puede buscar por el dato asaaiga@ccierta clave.

6.3.1. Arboles binarios

Arboles binariosson una clase de arbol en uso muy comdn. En un arbol bjrzaita
vértice que no es una hoja tiene al maximo dos veértices hgu hijo izquierdo y su hijo
derecho. Para un ejemplo, ve la figura 6.3. Si ningln \é&tiene solamente un hijo, se
dice que el arbol estéeno.

la raiz

hijo izquierdo " hijo derecho

Figura 6.3: Un ejemplo de un arbol binario.

Su uso como indices es relativamente facil también pasedde datos muy grandes,
como diferentes ramos y partes del arbol se puede guarddifezantespaginasde la
memoria fisica de la computadora. La figura 6.4 contiengem@o, adaptado de Knuth
[11].

El problema con arboles binarios es que su forma dependedieh de insercion de los
elementos y en el peor caso puede reducir a casi una listi(frigura 6.5).
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Figura 6.4: Un ejemplo de como dividir un arbol de indioevarias paginas de memoria:
las lineas agrupan juntos subarboles del mismo tamafio.

Un arbol balanceado con= 8 y profundidad tres.

El peor caso de falta de balance para 8 tiene profundidad seis.

Figura 6.5: Un arbol binario de peor caso versus un arlmario de forma 6ptima, ambos
con ocho veértices hojas.

6.3.2. Arboles AVL

Arboles AVL (de Adel'son-Vel'skii y Landis [2]) son arbadebinarios que aseguran com-
plejidad asintotica) (log n) para las operaciones basicas de indices.

La variacion de arboles AVL que estudiamos aca guardaleothformacion en sus hojas
y utiliza los vértices “internos” para informacion utiéido al realizar las operaciones del
indice. Los vértices que no son hojas ahora se llamaitgéreruteo. El orden del arbol
es tal que todas las hojas en el ramo del hijo izquierdo augrielavesnenoregjue el
valor del vértice de ruteo y todas las hojas en el ramo deldgrecho contienen claves
mayores o igualegue el valor del vértice de ruteo mismo.

Por el uso de vértices de ruteo, los arboles que resultaarboles llenos. Utilizamos en
los ejemplos enteros positivos como las claves. Para blasicaja con clave, se empieza
del raiz del arbol y progresa recursivamente al hijo iegio si el valor del raiz emayor

a: y al hijo derecho si el valor emenor o iguaki. Cuando la bUusqueda llega a una hoja,
se evalla si el valor de la hoja €® no. Si no eg, el arbol no contiene la clavieen
ninguna parte. El pseudocodigo de la bUsqueda esta emeia6.1.

El arbol estébalanceadasi el largo maximo e#, el largo minimo tiene que ser mayor o



6.3. ARBOLES 93

Cuadro 6.1: Pseudocodigo del procedimiento de busqueda érbol binario ordenado
con los datos en las hojas.

procedure ubicar{nt clave,nodeactual) :leaf {
if (actual es una hoj&)
return leaf ;
} else{
if (actual.clave jclave)
ubicar(clave, actual.derecho);
} else{
ubicar(clave, actual.izquierdo);

¥
}
¥

igual ak — 1. En este caso, el numero de hojas del arbes

oF <p < 2N (6.4)

La condicion que utilizamos para decidir si 0 no un dadmbelsta balanceado se llama
la condicbn de balance AVI[2]; también existen otras condiciones. Para formular la
condicion, hay que definir laltura de un vértice:

1, siv es unahoja

Av) = { max{A(izq(t)), A(der(t))} + 1, siv es de ruteo. (6.5

La altura de un ramo de un vérticges decir, un subarbol la raiz de cuabess la altura
de v. La altura del arbol entero es la altura de su raiz. Unlahtanceado se puede
caracterizar como un arbol con raizcon A(v,) = O (logn). La condicion de balance
AVL es queVv € V

| A(izg(v)) — A(der(v))] < 1. (6.6)

Para derivar unas cotas sobre la forma del arbol, definise@®mas lgprofundidadde cada

vértice del arbol: _ i
0, siveslaraiz

D(v) = { D(v.P) + 1, en otro caso.

La profundidad del arbol entero es simplementex, D(v). AplicaqueD = A — 1.

(6.7)

Denotamos por el numero de vértices en total y pirel numero de hojas del arbol. Para
todon = 2k, tenemost{ = 2n — 1y D = log, n. Para ubicar a una clave a profundidad
toma exactamente pasos en el arbol, es decir, tiem{dd). Entonces, para cada arbol
perfectamente balanceado’Hehojas, se puede localizar una clave en tiempo

O (D) = O (logy H) = O (logyn) . (6.8)
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Para un arbol balanceado, la diferencia en el largo de loghcs es un constante, de he-
cho uno, por lo cual también para esos arboles aplica gtierapo de acceso a cualquier
clave ex0 (log, n).

La condicion de balance AVL implica que para un vértice steov, con A(v,) = a €s
necesario que

= 0 ambos de sus hijos tengan altura 1

= 0 un hijo tiene altura — 1y el otro alturaa — 2.

El nUmero de vértices de ruteo en el ramo de una hoja esEktamaio del ramocon
raiz env se puede expresar en términos de los tamafnos de los ranms dgjos: el
numero de veértices de rutgd, en el ramo de es la suma del nUmero de vértices de
ruteo en el ramo de su hijo izquier@®, con el nUmero de vértices de ruteo en el ramo
de su hijo derech®, mas uno por el vértice de ruteanismo.

Utilizamos esta relacion para escribir una ecuacionrsdea para llegar a una cota su-
perior de la altura de un arbol: sea la altura del hijo izgloev exactamente — 1y la
altura del otro hijovu la otra opcioru — 2. Denotamos poR(a) el nUmero de vértices
de ruteo en un ramo con raiz uren alturaz. Nota que suponemos que el arbol esta en
balance no perfecto en esta partetiene alturaz — 1 mientrasu tiene alturas — 2. La
ecuacion recursiva es

Ry = Ru+Ru+1
R(a) = Ra—1)+R(a—2)+1
1+ R(a) = 1+Ra—1)+R(a—2)+1 (6.9)

(1+R(@) = (1+R(@—-1))+(1+R(a—2))
Fla) = Fla—1)+ F(a—2).

La sustitucion que hicimos erfa+ R(k) = F(k). Hemos llegado a la definicion de la
sucesbn de Fibonacgidonde el elemento en posiciérse llama elk-écimontmero de
Fibonacci _
0, Sik=0
Fr=1< 1, sik=1 (6.10)
Fr_1+ Fr_o, parak > 1.

A los numeros de Fibonacci aplica que
¢a
Fla) > —=—1 6.11
(a) 7 (6.11)
dondep = ”T\/g es latasa doradalas condiciones iniciales son los siguien®@$0) = 0
porque no hay vértices de ruteo en ramos de las hojaély = 1 porque el vértice de
ruteo mismo es el tnico en su ramo si sus ambos hijos son hojas

Entonces la ecuacion recursiva aplica paf&) dondek > 2. La sustitucion + R (k) =
F (k) tampoco aplica desde el comienzo, como

F0)=0 < R(0O)+1=0+1=1

Fl)=1 < R)+1=1+1=2 (6.12)
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Figura 6.6: La insercion de un elemento nuevo con la diava queb < a resulta en la
creacion de un vértice de ruteo nueydijos del cual seran los vértices hojasacdgb.

Sin embargo, los valoresy 2 también aparecen en la sucesion de Fibonacci:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, . . . (6.13)

— jsonF(2) y F(3)! Entonces, podemos escribir para cadgueR (k) = F(k+2) + 1.
Esto nos da

Ra) = Fla+2)—1> %= -2
R(a) —2 = ‘z’j/?
log,(R(a) +2) = log, <¢a—\/+;) (6.14)
log,(R(a) +2) = a+2—logs(V5)

a ~ 1,440 log(R(a)+2) — 0,328.

Ya sabemos que > R(.A) porqueH > 0 — siempre hay hojas si el arbol no esta com-
pletamente vacio. Entonces aplica que siguiente:

Teorema 6.31.Para cada arbol que cumple con la condicion de balance AVLS
1,4401og(n + 2) — 0,328.

Parainsertarun elemento nuevo al arbol de indice, primero hay que lbuaagicacion

de la clave del elemento. Llegando a la hgjalonde deberia estar la clave, hay que crear
un vértice de ruteo, nuevo. La hojay, va a ser uno de los hijos del vértice de ruteo y el
otro hijo sera un vértice nuevg creado para el elemento que esta insertado. El elemento
menor dev;, y v, sera el hijo izquierdo y el mayor el hijo derecho. El valol dertice

de ruteow, asi creado sera igual al valor de su hijo derecho. La figusar@uestra un
ejemplo.

Paraeliminar un elemento del arbol, hay que primero ubicar su posicidespués eli-
minar ademas de la hoja su vértice de ruteg mover el otro vértice hijo del vértice de
ruteov,, a la posicion que ocupd.. La figura 6.7 muestra un ejemplo.

Las operaciones de insertar y eliminar claves modificanradodel arbol. La garantia
de tiempo de accesO (logn) esta solamente valida a arboleslanceadosUn arbol
estaperfectamente balanceadosu estructura es 6ptima con respeto al largo del camino
de laraiz a cada hoja: todas las hojas estan en el mismloeswdecir, el largo maximo de



96 CAPITULO 6. ESTRUCTURAS DE DATOS

Figura 6.7: Al eliminar una hoja con clavgetambién su padre, el vértice de ruteo con el
valor a esta eliminado.

Rotacion doble izquiera-derecha Rotacion doble derecha-izquierda

Figura 6.8: Cuatro rotaciones basicas de arboles bmaaca restablecer balance de las
alturas de los ramos.

tal camino es igual al largo minimo de tal camino sobre téambojas. Esto es solamente
posible cuando el nimero de hojas2ésparak € Z*, en que caso el largo de todos los
caminos desde la raiz hasta las hojas es exactarhente

Necesitamos operaciones para “recuperar” la forma badalacéespués de inserciones y
eliminaciones de elementos, aunque no cada operacioa caasfalta de balance en el
arbol. Estas operaciones se llanmataciones. Las cuatro variaciones basicas de rotacio-
nes estan presentadas en la figura 6.8.

La rotacion adecuada esta elegida segln las alturasdarwws que estan fuera de ba-
lance, es decir, tienen diferencia de altura mayor o igualsa 8i se balancea después de
cada inserddn y eliminacbn siempre y cuando es necesario, la diferencia sera siempre
exactamente dos: denotamos los hijos que estan fueraalecbalel vértice poru y v,

con la notacion de la figura 6.8 para los ramos: la “dirattde la diferencia juntos con
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propiedades de los ramos determinan cual rotacion sgriimentada en

A(A) > A(B) =
rotacion simple a la derecha,
Alu) > A(v) + 2 ) < A(w';’ .
| rotacion doble izquierda-derecha, (6.15)
A(A) > A(B) = '
rotacion simple a la izquierda,
Alu) < A(v) =2) A(B) < Auw) ! N
rotacion doble derecha-izquierda.

\ \

Con esas rotaciones, ninguna operacion va a aumentania & un ramo, pero la puede
reducir por una unidad. La manera tipica de encontrar etopt rotacion es regresar
hacia la raiz después de haber operado con una hoja p#reavesi todos los vértices
en camino todavia cumplan con la condicion de balance.obaptejidad asintotica de
buscar una hoja tom@ (log n) tiempo, la operacion en la hoja tiempo constaftél ),

la “vuelta” hacia la raiz otro® (log n) pasos, y cada rotacion un tiempo constanig ).

Si al ejecutar una rotacion, la alturadeambia, habra que continuar hacia la raiz porque
otras faltas de balance pueden técnicamente haber dsUliano hay cambio en la altura
det, no hay necesidad de continuar mas arriba en el arbol.

6.3.3. Arboles rojo-negro

Otro tipo de arboles binarias son lasboles rojo-negro(inglés: red-black tree) . Las
reglas para mantener orden de las claves es las mismas Efenfiteicen tiempo de acceso

y actualizacionO (logn) y se balancea por rotaciones. En vez de la condicion AVL, se
identifica vértices fuera de balance por asignar colores aértices. Un arbol rojo-negro
cumple las siguientes propiedades:

(1) Cada vértice tiene exactamente uno de los dos coloresy mggro.
(1) Laraiz es negro.
() Cada hoja es negro.
(1v) Siun véertice es rojo, sus ambos hijos son negros.

(v) Para cada veértice, todos los caminos dea sus descendientes contienen el mismo
namero de nodos negros.

Entonces, la estructura de un vértice contiene ademas clave y los punteros al padre
y los dos hijos, un color. Aplica para los arboles rojo-egue sualtura esO (logn) y
que la expresion exacta tiene cota supetiog, (n + 1).

Los arboles rojo-negro se balancea con rotaciones sinfpéedigura 6.9. Al insertar
hojas nuevas, ademas de las rotaciones para restauracdyglaede hacer falta recolorear
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Rotacion a la izqg.

Figura 6.9: Las dos rotaciones de los arboles rojo-negr@peraciones inversas una para
la otra.

algunos vértices en el camino desde la hoja nueva hastezld_es posibles violaciones
son de dos tipos: véertices de ruteo rojos que llegan a tenieijairojo por las rotaciones 'y
laraiz siendo un vértice rojo por rotaciones. Es una idesa implementar las rotaciones
y los cambios de color en una sola subrutina que se invocaiéesie cada insercion para
manejar los cambios eficientemente. También las operegida eliminacion necesitan
su propia subrutina para las rotaciones y recoloreo, auesjusm poco mas complicado
gue el caso de insercion.

6.3.4. Arboles B

Los arboles B (inglés: B-tree) sohaboles balanceado® binarios. Todos los vértices
contienen datos y el nUmero por datos por vértice puedmagor a uno. Si un vértice
internal contieng: clavesay, as, . . ., ai, tiene necesariamente+ 1 hijos que contienen
las claves en los intervalds, , as|, [as, asl, . . ., [ax_1, ax].

Cada vértice contiene la informacion siguiente:
1. su namero de clavés
2. lask claves en orden no decreciente
3. un valor binario que indica si o no el vértice es una hoja

4. sino es una hoj& + 1 punteros a sus hijas, ¢, . . ., Cp11

Aplica para lasi clavesby, ..., b, en el ramo del hija; quea; < b; < a,4, para cada
J € [1,d]. Todas las hojas del arbol tienen la misma profundidad ydaupdidad es exac-
tamente la altura del arbol. Ademas, se impone cotasisupge inferiores al nUmero de
claves que un vértice puede contener:
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(1) Cada vértice salvo que la raiz debe contener por lo menoksclaves.

(1) Cada vértice puede contener al maxizio- 1 claves.

En consecuencia, cada vértice que no es hoja tiene por logndjos y al maximao2t
hijos. Un vértice eleno si contiene el nUumero maximo permitido de claves.

En los arboles B aplica para la alturadel arbol que (omitimos la demostracion) para

t> 2,
n+1

a <log, (6.16)
BlUsqueda de una clave en un arbol B no diferencia mucho dedeacion de blsqueda
en arboles binarios, el Gnico cambio siendo que habrélpggr entre varias alternativas
en cada vértice intermedio.

Parainsertar, primero buscamos la posicion en donde insertar la claegan Si el vértice
donde deberiamos realizar lainsercion todavia ndlesid, insertamos la clave y estamos
listos. Si el vértice es lleno, habra que identificar suelmediana y dividir el vértice en
dos partes. La mediana misma movera al vértice padre par@ana division, pero esto
puede causar que el padre también tendra que dividirsadiesiones pueden continuar
recursivamente hasta la raiz.

Como también impusimos una cota inferior al nUumero deedaual eliminar una clave
podemos causar que un vértice sea “demasiado vacio’néggpal eliminar claves, los
vértices “chupan” claves de reemplazo de sus hojas o de dne.paa operacion que
resulta se divide en varios casos posibles.

Los arbolesnulticaminoginglés: B+ trees) tienen ademas punteros extras entte&s
gue son “hermanos” para ofrecer mas posibilidades singales mover claves al buscar,
insertar y eliminar claves.

6.3.5. Arboles biselados

Los arboles biseladoginglés: splay tree) son arboles binarios que ofrecenieenpo
O (log n) cualquiera de las operaciones siguientes: busquedacimse eliminacion de
una clave, igual como la union y division de arboles. Eratol biseladaada \ertice
contiene a una clave y las claves en el ramo izquierdo sonmeegae la clave del vertice
mismo, mientras a la derecha estan las claves mayoreslavas son Gnicas. Los arboles
biselados no estan balanceados, si no por suerte — lascap®@a no cuidan ni restauran
balance.

En este caso, no hay ningln dato asociado a una clave, poalaica basqueda por la
clave/ tiene simplemente salidas “si” (en el caso que la clawe g&Sente en el arbol)
y “no” (en el caso que la clave no esta incluido). Para aplicea union, todas las claves
de uno de los dos arboles tienen que ser menores a la claimandel otro. La division

divide a un arbol a dos arboles tal que todas las claves déeios arboles que resultan
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+ — + —

splay{+oo, A)

Figura 6.10: La union de dos arboles biselados.

son menores o iguales a una clave dada como parametro y Jyasenastan en el otro
arbol.

La operacion basica utilizada para implementar todasexgieraciones epl ay (¢, A):
lo que hacespl ay es convertir el arbal a tal forma que el vértice con claves la raiz,
si presente, y en la ausencia@den A, laraiz sera

max{k € A| (> k} (6.17)

si A contiene claves menores/ay min {k € A} en otro caso. El orden de las claves
después de la operacion cumple el mismo requisito de ateléas claves.

Las operaciones estan implementadas de la manera sigutditandospl ay:

= blsqueda del en A: ejecutaspl ay (¢, A). Silaraiz en el resultado ésla salida
es “si”, en otro caso “no”.

= union de A, con A,: se supone que las claves.deson todos menores que la clave
minima deA,. Ejecutamospl ay (oo, A;) paralograr que la raiz d& modificado
es su clave maxima y todos los otros vértices estan em& raquierdo. Hacemos
gue A, sea el ramo derecho. (Ver figura 6.10.)

= division de A con la clavel: ejecutamospl ay (¢, A). Los dos arboles resultantes
seran tal qued; contiene solamente el ramo derecho de la raliz ¢l resto deld
modificado.

= eliminacion de/ de A: divide A con la clavel. Siresulta qué es la raiz, quitalo y
ejecuta la unibn de los dos ramos &irsi £ no es la raiz, solamente vuelve a juntar
A; como el ramo derecho dé,.

= insercion de/ en A: ejecuta la division del con/. Si/ ya es la raiz, solamente
vuelve a juntard; como el ramo derecho dé,. Si no lo es, crea un vértice raiz
nuevo con la clavéy haz A, su ramo derecho y1; su ramo izquierdo.

Lo que queda entender es como implementar el mésgday mismo. Comenzamos
como cualquier busqueda en un arbol binario ordenadcedas@iz utilizando el hecho
que las claves pequefias estan a la izquierda y las graidateeecha — en compara-
cion con la clave del vértice actual. Al terminar la bisda en un vértice, empezamos
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rotaciones simples para movehacia la raiz sin mezclar el orden de las claves (ver las
rotaciones simples en la figura 6.8). Las rotaciones se s#igén las relaciones entre un
vérticev y su padre y “abuelo”.

Si v tiene padre perao tiene abuelpelegimos una rotacion simple derecha de la figura
6.8). Este es el caso de la Gltima operacion con clialya al ser la raiz.

Siv tiene un padre y un abuelaw los dos, hay varios casos. En el caso qye: los dos
son hijos derechos, elegimos una rotacion doble dereefezia (ilustrada en la figura
6.11), y si son ambos hijos izquierdos, una rotacion dattj@ierda-izquierda que es la
misma pero “por espejo”. En el caso que otrowdg u es un hijo izquierdo y el otro
derecho, elegimos una de las rotaciones dobles de la 6.8.

rotatef)
rotate()

Figura 6.11: Una rotacion doble derecha-derecha.
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By

Figura 6.12: La definicion recursiva de un arbol binbmitg, en términos de dos copias
de B,.. Laraiz deBy; es el véertice gris.

6.4. Monticulos

Un moniculo (inglés: heap) es una estructura compuesta por arbokesteR muchas
variaciones de monticulos. La implementacion tipicanenonticulo se basa de arboles,
mientras arboles se puede guardar en arreglos. Entoasas)plementaciones se basan
en arreglos o el uso de elementos enlazados.

6.4.1. Monficulos binbmicos

Un moniculo binbmico se define de una manera recursiva. &rhol binbmicode un
vértice esB, y el Unico vértice es la raiz. El arbdl, . ; contiene dos copias dg,, tales
que la raiz de una copia es la raiz/dg,, y la raiz de la otra copia es un hijo directo de
esta raiz (ver figura 6.12). Algunas consecuencias de eBtacibn son que

1. El arbol B, contiene2” vértices.
2. Laaltura deB;, esk.
3. Laraiz deBj,, tienek hijos directosB;,_1, By_o, . .., B1, By.

Las claves estan guardadas en un arbol binbmico segindexh de monculo: la clave
del vértice padre es menor que la clave de su hijo. Cadaeé@bntiene una clave. Un
moniculo binbmicoes un conjunto de arboles binbmicos tal que no hay duplsdd los
By,. Si el numero de claves para guardanetomamos la representacion binariarde

n — bkbk,1 e bgblbo, (618)

donde log); son los bits yk es el numero minimo de bits requeridos para representar
Sib; = 1, en el monticulo esta presente un arbol binbnfgoy sib; = 0, ese tamafo de
arbol no forma parte del monticulo. Por definicion, efyadel nimero binario dsg, n,

0 seaO (logn). Por seguir el orden de monticulo en cada arbol, se puettnear la
clave minima del monticulo en tiem@®(log |»). La figura 6.13 muestra un ejemplo de
un monticulo binbmico compuesto por cinco arboles.
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Ty

Figura 6.13: Un ejemplo de un monticulo binbmico, compupsr cinco arboles bindbmi-
Cos.

Cada vértice del monticulo tiene guardado ademas deagigpelave, su grado (en este
contexto: el nUmero de hijos que tiene) y tpmteros a su padre, a su hermano y a su
hijo directo. La operacion dencadenadin forma de dos arboles,, un arbol B, tal
gue el arbolB,, con clave mayor a su raiz sera un ramo del otro afyolEsta operacion
se realiza en tiemp@ (1).

Paraunir dos monticulos binbmicos, hay que recorrer las listasallees de los dos
monticulos simultaneamente. Al encontrar dos arbolesyd#no tamafna3;, se los junta
a un arbolB;, . Si uno de los monticulos ya cuenta conin, se los junta recursiva-
mente. Si hay dos, uno queda en el monticulo final como wi artbependiente mientras
en otro se une con el recien creado. Esta operacion neceditg n) tiempo.

Entonces, parmsertarun elemento, creamos usy en tiempoO (1) y lo juntamos en el
monticulo en tiempd (logn), dando una complejidad total @ (logn) para la inser-
cion.

Paraeliminar el elemento inima, lo buscamos en tiemp® (log n), le quitamos y crea-
mos otro monticulo de sus hijos en tiem@ologn). Unimos los dos monticulos en
tiempoO (logn). Entonces el tiempo total para esta operacion es taniigog n ).

Paradisminuirel valor de una clave, levantamos el vértice corresponeliexds cerca de
la raiz para no violar el orden del monticulo en tiendpdog n).

Para eliminar un elemento cualquiera, primero disminuiswsalor a—oco en tiempo
O (logn) y después quitamos el minimo en tien@dlog n).

6.4.2. Monficulos de Fibonacci

Un moniculo de Fibonacces una coleccion de arboles (no binbmicos) que respétan e
orden de monticulo con las claves. Cada vértice contetemas de su clave, punteros
a su padre, sus dos hermanos (a la izquierda y a la dereclgaddel y unmarcador El
marcador del vértice tiene el valor uno si el vértice ha perdido un hijo después de la
Ultima vez que volvid a ser un hijo de otro vértice el i@t mismo. Las raices estan
en una cadena a través de los punteros a los hermanos, ftoroaa lista doblemente
enlazada. La lista se completa por hacer que el Gltimaceesea el hermano izquierdo
del primero.
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De nuevo, por el orden de monticulo y el manejo del nUmerarfleles, el elemento
minimo se encuentra en tiemgd(1). Para insertar un elemento, se crea un arbol con un
solo vértice con marcador en cero (en tiendp@l)). La union de dos listas de raices se
logra simplemente por modificar los punteros de hermanaslpgrar que sean una lista
después de la otra (en tiem@o(1) — son cuatro punteros que seran modificados).

Para eliminar el elemento minimo, simplemente se lo quétiadista de raices y adjun-
tando la lista de los hijos del vértice eliminado en el nould como si estuviera otro
monticulo. Después de la eliminacion, se repite unaag@n decompresbn hasta que
las raices tengan grados Unicos. Aqui la dificultad vimencontrar eficientemente las
raices con grados iguales para juntarlos. Se logra potroansn arreglo auxiliar mien-
tras recorriendo la lista de raices: el arreglo tiene eafeode grados posibles y se guarda
en el elemento una raiz encontrado con graddi el elemento ya esta ocupado, se junta
los dos arboles y libera el elemento del arreglo. Esto olarde hay que aplicar recur-
sivamente. Es importante notar que después de haber csiomado la lista de raices,
el nUmero de raices €3 (logn) porque todas las raices tienen una cantidad diferente de
hijos y ninguna raiz puede tener mas @ué€ogn) hijos.

Para disminuir el valor de una clave, hay dos opciones: & @stuna raiz, es trivial
(solamente modificando su valor). En el otro caso, habraggitar el vérticev con la
clave de la lista de hermanos y convertirlo a una raiz nugival padrew de v llevaba

el valor uno en su marcador, también se quitg lo convierte en una raiz nueva. En el
otro caso, se marca el vértiae(por poner el valor uno en el marcador). Lo de convertir
vértices en raices habra que hacer recursivamentelreggiaa un padre con el valor de
marcador en cero.

En unmoniculo binbmicq el nUmero de hijos por vértice es al maxiqlog n) donde
n es la cantidad total de vértices en el monticulo. En el paso, los vértices forman un
s6lo arbol, donde la raiz tiene muchos hijos y no hay mschims vértices.

Denotamos po#; el arbol binbmico minimo donde la raiz tengéijos. Los hijos son
By, ..., Br_1 Yy B; tienei hijos. Aplica que

k—1
[Bil =1+ |B;| =2". (6.19)

1=0

EntoncesJog, |Br| = log,2* = klog,2 = k, que nos da el resultado deseado de
O (logn).

Mostramos de la misma manera que en un monticulo Fibonae@rtice tiene al maximo
O (log n) hijos. En el peor caso, todos los vértices estan en ungbla y una cantidad
maxima de los vértices son hijos directos de la raiz. hiwdi que hay que establecer
es que los ramos de los hijos de la raiz tienen que ser graAdesstablecemos que
solamente unos pocos vértices (en comparacion con ekmitotaln) pueden ser hijos
de laraiz.

Seah > 0y F;, un arbol de un monticulo Fibonacci donde la raizeneh hijos, pero
donde la cantidad de otros vértices es minima. Al momeetuidtar el hijoH;, ambos
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vérticesv y H; tuvieron exactamente— 1 hijos. Después de esto, para que tenga la
cantidad minima de hijod/; ha necesariamente perdido un hijo; si hubiera perdido mas
gue uno,H; habria sido movido a la lista raiz. Entoncés tienei — 2 hijos y cada uno

de ellos tiene la cantidad minima posible de hijos. Entenbe es la raiz de urf;_,.
Entonces, los hijos de uf. son las raices dgy, F1, . . ., F,_, y ademas un hijo tipo hoja
gue no tiene hijos. En total, la cantidad total de vértices e

1, sir =0, (solamente laraiz)
[Fr] = { 24+ 30 2|F|, sir>0, laraiz, lahojay losramos (6.20)
Abrimos la recursion:
[Fo| = 1
By = 2
|Fa| = 2+ k| = [Fi| + [Fo
[F5| = 2+ [Fo| + |Fi| = [F2| + | Fa (6.21)
\Ful = 2+ Rl + A+ R =R+ |[F)
|Fr‘ = ‘Fr71|+|FP2"

Resulta que el nUmero de vértices Enes el nimero de Fibonacéi(r + 2) (definido
en la ecuacion 6.10 en pagina 94). Utilizamos de nuevotkioferior de ecuacion 6.11:

(6.22)

B = F(r+2) > (1 +2\/5)T+1.

Con las propiedades de logaritmo, llegamosgan = log F. > (r + 1) log C dondeC' es
algan constante, por lo cual tenemos: O (logn).
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6.5. Grafos

Para guardar un grafo devértices etiquetados 2, 3, ..., n, se puede guardar la matriz
de adyacencia solamente es eficiente si el grafo es muy deorspie la matriz ocupa?
elementos y sin es mucho menor qué’, la mayoria del espacio reservado tiene el valor
cero. Para ahorrar espacio, se puede utilistas de adyacenciéSe necesita un arreglo
af], cada elemento de cual es una lista de largo dinamico.sta diea[i:] contiene las
etiquetas de cada uno de los vecinos del véitiég tamafio de la estructura de listas de
adyacencia e® (n +m) < O (m) = O (n?). Esto es muy parecido al implementar un
grafo como una estructura enlazada, con punteros a todeedo®s de cada vértice.

6.5.1. Hisqueda y recorrido en grafos

Los algoritmos de procesamiento de grafos comUnmenteautitolas. Los dos ejemplos
mas fundamentales son los algoritmosfiequeday recorrido. El recorrido de un grafo
(o un arbol) es el proceso de aplicacion de un métodasétteo para visitar cada véertice
del grafo (o arbol). Un algoritmo de blUsqueda es un mésistematico para recorrer un
grafo de entrad& = (V, E) con el proposito de encontrar un vértice @edjue tenga una
cierta propiedad.

Algoritmicamente cada algoritmo de bUsqueda realizaeuarrido en el caso que visita
todos los vértices sin encontrar solucion. Entoncesjghm pseudocodigo sirve para los
dos usos con modificaciones muy pequefias. Los usos tigécalkgoritmos de recorrido

incluyen

la construccion de caminos

la computacion distancias

la deteccion de ciclos

la identificacion de los componentes conexos

Blsqueda en profundidad DFs)

DadoG y un vértice inicialv € V, el procedimiento general es el siguienteds una
pila):

1. crea una pila vacié

2. asigha: := v

3. marcau visitado

4. ahadecadavérticeno marcadcenI” (v) al comienzode £
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quita del comienzo d& todos los vértices marcados
si L esta vacia, termina
asignau := el primer vértice enl

quita el primer vértice dé

© ©o N o O

continua de paso (3)

El algoritmo DrFs puede progresar en varias maneras; el orden de visitasategerromo
se elige a cual vecino se va. Algunas aristas encontradasaapa vértices ya visitados.

También se puede formulari® como un algoritmo recursivo: dado un vértice de inicio,
el grafoG = (V, E) y un conjuntol de vértices ya visitados (inicialmenfe:= (), basta
con definir

dfs(v, G, £){
L:=LU{v}
paratodav € I' (v) \ L : (6.23)
dfs(w, G, L).
¥

Si el algoritmo DFs se utiliza para realizar algin procesamiento en losa&sticon la
implementacion recursiva se puede facilmente variau&ngomento “realizar la visita”:
las opciones son “visitar” antes o después de llamar lausmlardfs para los vecinos. El
orden de visitas a los vértices si la visita se realiza ahtda llamada recursiva se llama
el preordeny el orden de visitas en el caso de visitar después se |si@rden

En las dos implementaciones, la complejidad asintotidareesO (n + m): cada arista
esta procesada por maximo una vez “de ida” y otra “de vueltada vértice solamente

2

se procesa una vez, porque los vértices “ya marcados” Ao sevisitados.

Drs produce una clasificacion en las aristasw} del grafo: lasaristas dearbol son las
aristas por las cuales progresa el procedimiento, es @eclia formulacion recursivay

fue visitado por una llamada deo vice versa. Estas aristas forman un arbol cubriente
del componente conexo del vértice de inicio. Depende dealzema en que se ordena los
vecinos que habra que visitar cuales aristan seramsudstarbol. Un vérticees elpadre
(directo o inmediato) de otro vértiee si v lanz6 la llamada recursiva para visitata

Si v es el padre dev, w eshijo dev. Cada vértice, salvo que el vértice de inicio, que
se llama laraiz del arbol, tiene un vértice padre Unico. El nUmero deshgue tiene un
vértice puede variar.

Un vérticev es unantepasadale otro vérticew si existe una sucesion de vértices=

uy, Usg, . . ., u, = w tal queu; es el padre de,;, ;. En ese casay es undescendientee

v. Sik = 2, 0 seap es el padre directo de, v es el antepasado inmediatodey w es

un descendiente inmediato del.a raiz es un antepasado de todos los otros vértices. Los
vértices sin descendientes durjas

Las aristas que no son aristas de abrol se clasifica en &issscl
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(1) unaarista procedenteonectan un antepasado a un descendiemtemediato
() unaarista retrocedenteonecta un descendiente a un antepasadamediato

(i) unaarista transversaconecta un vértice a otro tal que no son ni antepasados ni
descendientes uno al otro — estan de difererge®sdel arbol.

Nota que aristas procedentes y aristas retrocedentes saisifaa clase en un grafo no
dirigido.
El nivelde un vértices tiene la siguiente definicion recursiva:

0, siveslaraiz

nivel(v) = { nivel(u) + 1, siu es el padre de. (6.24)
La definicion dekltura es similar, pero en la otra direccion:
alturav) — 0, siv es una hoja (6.25)
| méx{alturgu)+ 1}, siuesun hijode. '

El subarbol de’ es el arbol que es un subgrafo del arbol cubriente doretela raiz; es
decir, solamente vértices que son descendientesedtan incluidos ademas denismo.

Blsqueda en anchura

La bUsqueda en anchunatiliza una colal. DadoG y un vértice iniciaky € V/, el proce-
dimiento general es el siguiente:

crea una cola vacia

asighau :=v

marcau visitado

ahadecadaveérticeno marcadeen! (v) al fin de £
si L esta vacia, termina

asignau := el primer vértice enl

quita el primer vértice dé

© N o g ~ w d F

continua de paso (3)

Algunas aristas encontradas apuntan a vértices ya \ositad
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6.5.2. Componentes conexos

Se puede utilizar la busqueda en profundidad para detarnos componentes cone-
xos de un grafo. Como ya definido en seccion 1.8, un grafo eexcosi cada vértice
esta conectado a todos los vértices por un camino. Pamiridrs en el véerticev, el
conjunto de veértices visitados por el recorrido corresigoal componente conexo de
porque el algoritmo efectivamente explora todos los casque pasan par. Si el gra-

fo tiene vértices que no pertenecen al componente, @degimos uno de esos veértices
u 'y corremos [Fs desdeu. Asi encontramos el componente conexo que contieme a
Iterando asi hasta que todos los vértices han sido ckdifica un componente, se logra
determinar todos los componentes conexos.

El nUmero de vértices siendg repetimos s por maximoQ (n) veces y cada recorrido
toma tiempoO (n + m). Sin embargo, cada recorridorB ve valores menores dey
m porque no vuelve a procesar nada ya marcado, y por defing;idiesde un compo-
nente conexo no hay ninguna arista a otro componente coBexmnces, efectivamente
procesamos cada veértice y cada arista exactamente unaoaesziderando que

neO(m)eOn+m)e0(n), (6.26)

tenemos un algoritmo para identificar los componentes amex tiempda (n?).

En un grafo conexo, podemos clasificar las aristas segueaorrido DFs. asignamos
al véertice inicial la etiqueta “uno”. Siempre al visitar a uértice por la primera vez, le
asignamos una etiqueta numérica uno mayor que la Gltimaeta asignada. Asi todos
los vértices llegan a tener etiquetas Unicaglen]. Llamamos la etiqueta asi obtenida “el
numero de inicio” del vértice y lo denotamos pap).

Asignamos otra etiqueta a cada veértice tal que la asignamturre cuando todos los
vecinos han sido recurridos, empezandd d&si el vértice de inicio tendra la etiqueta
Estas etiquetas se llaman “nameros de final” de los v&rficson denotados pdf(v).

Las /(v) definen el orden previo (inglés: preorder) del recorriday #'(v) el orden
posterior (inglés: postorder). Una arigta v} es

una arista de arbol si y solo si el recorrido llegh directamente desde

una arista retrocedente siy sold siu) > I(v)) A (F(u) < F(v)),

una arista transversa siy solo(${u) > I(v)) A (F(u) > F(v)),y

una arista procedente siy solo si en el recortidis un antepasado de

De nuevo hay que tomar en cuanta que en grafos no dirigidosgyilstas retrocedentes
son también procedentes y vice versa.
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Componentes doblemente conexos

Un grafo no dirigido e&-conexo si de cada vértice hay por lo mekasmminosdistintos

a cada otro vertice. El requisito de ser distinto puede sgraite de los vértices tal que
no pueden pasar por los mismos vértices ningunos de éasninos (inglés: vertex con-
nectivity) o de las aristas tal que no pueden compartir magurista los caminos (inglés:
edge connectivity).

En el sentido de vértices distintos, aplica que la int@igeae dos componentes distintos
gue son ambo®-conexos consiste por maximo un vértice. Tal vérticdaaa unvértice

de articulacbn. Utilizamos esta definicion para llegar a un algoritmo pareontrar los
componente8-conexos de un grafo no dirigido.

Seaw un vértice de articulacion y tengamos un bosque de exter®l grafo (o sea, un
arbol cubriente de cada componente conexo — el mism® due identifica los com-
ponentes conexos simples genera tal arbol): & la raiz de un arbol cubriente, tiene
necesariamente por lo menos dos hijos, porque por defini@dos vértices de articula-
cion, un recorrido no puede pasar de algln component® siotpasar poo.

Siwv no es la raiz, por lo menos un ramow@eontiene un componente doblemente cone-
X0 (0 seaz2-conexo). De tal ramo no es posible tener una arista retemteda ningln
antepasado.

Hacemos un recorrido y marcamos para cada vértice que tea de la raiz se puede
llegar solamente por las aristas de arbol y las aristasoetientes:

o u s un antepasado de
F(v) = min {{[(U)} - {[(u) A v 0 un descendiente suyo tiene arista 00%

(6.27)

Un vérticev queno es la raiz es un vértice de articulacion si y solo si tiendijo « tal
queR(u) > I(v). Una definicion recursiva d&(v) es

U {I(v)} U{R(u) | v es un hijo de}

{I(u) | {v,u} es una arista retrocedetd (6.28)

R(v) = min {
De hecho, podemos incorporar en eldbriginal la calculacion de lo&(v) de todos los
vértices.

Para facilitar la implementacion, se puede guardad argtauna pildP al procesarlos.
Cuando el algoritmo esta “de vuelta” y encuentra un comptndoblemente conexo,
las aristas del componente estan encima de la pila y se puédelas con facilidad. El
procedimiento de inicializacion sera

inicio := 0;

P =0

para todow € V;
I(v) :==0;

para todow € V;
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Figura 6.14: Un grafo dirigido pequeiio con dos compone&ntemente conexos.

sil(v)=0
doblemente-conexo)

y el procedimiento recursivo que realiza el algoritmo

procedure doblemente-conexo)
inicio := inicio +1;
I(v) :=inicio;
R(v) :== I(v)
para cadgv,u} € £
sil(u) =0
afade{v,u} enP;
padréu) := v;
doblemente-conexa);
si R(u) > I(v)
elimina aristas d& hasta e inclusgov, v'};
R(v) := min{R(v), R(u)};
en otro caso si # padrév);
R(v) := min{R(v), I(u)}

El algoritmo visita cada vértice y recorre cada aristaiéthpo de procesamiento de un
vértice o0 una arista es constantg(1). Entonces la complejidad del algoritmo completo
esO (n+m).

Componentes fuertemente conexos

Un grafo dirigido estduertemente conex de cada uno de sus vértices existe un camino
dirigido a cada otro vértice. Seuemponentes fuertemente conegos los subgrafos ma-
ximales fuertemente conexos. La figura 6.14 muestra un égemp

Los componentes fuertemente conexose- (V, E) determinan una particion de los
vértices de7 a las clases de equivalencia segin la relacion de clavsilegiva y tran-
sitiva de la relacion de aristds. Las aristas entre los componentes fuertemente conexos
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determinan una orden parcial en el conjunto de compondftesorden parcial se puede
aumentar a un orden lineal por un algoritmoaddenacon topobgica.

Cuando uno realiza un recorrido en profundidad, los vé&stile un componente conexo
se quedan en el mismo ramo del arbol cubriente. El vértieeqyeda como la raiz del
ramo se dice la raiz del componente. La meta de ordenamp@holgica es encontrar las
raices de los componentes segln el orden de sus nuférpsAl llegar a una raiz;,

su componente esta formado por los vértices que fuer@tadds en el ramo de; pero

no fueron clasificados a ninguna raiz anterigy. .., v; ;. ESto se puede implementar
facilmente con una pila auxiligP, empujando los vértices en la pila en el orden del
DrFsy al llegar a una raiz, quitandolos del encima de la pildehbegar a la raiz misma.
Asi nada mas el componente esta eliminado de la pila.

Lo que queda es saber identificar las raices. Si el grafeetmsolamente aristas de arbol,
cada vertice forma su propio componente. Las aristas gemtes no tienen ningn efecto
en los componentes. Para que una vértice pueda pertemeglamésmo componente con
otro vértice, tienen que ser conectados por un camino quiieoe aristas retrocedentes
o transversas (ver figura 6.15).

Figura 6.15: Situaciones en las cuales dos vértices (shmreden pertenecer en el mismo
componente fuertemente conexo; las aristas azules socedantes y las aristas verdes
transversas. Las aristas de arbol estan dibujados e gyegiros vértices (del mismo
componente) en blanco.

Para buscar las raices, utilizamos un arreglo auxiiar) para guadrar un nUmero para
cada vértice encontrado (ver figura 6.16 para una ilustngc

Jw que es descendente déal que
A(v) =min {I(v)} U< I(v') | = {w,u} esretrocedente o transversa

la raiz del componente dees un antepasado de
(6.29)

Entonces, sid(v) = I(v), sabemos que es una raiz de un componente. Para todo otro
vértice aplica qued(v) < I(v), porqueA(v) contiene el valor del (v) de un vértice
anteriormente recorrido por una arista retrocedente s¥mBa o alternativamente un
valor deA(v) esta pasado apor un descendiente. También podemos formudlar) en



6.6. TABLAS DE DISPERSDN DINAMICAS 113

Figura 6.16: La situacion de la ecuacion 6.29. La raizcdehponente esta dibujado en
gris y la flecha no continua es un camino, no necesariameatarisia directa.

forma recursiva:

A(v) = min{ {I(v)}
U {A(u) | u es hijo dev}
U {I(u)|{v,u} esretrocedente o transversa
A laraiz del componente dees un antepasado dé} .

(6.30)

Durante la ejecucion el algoritmo, en la pila auxilRahabra vértices los componentes de
los cuales no han sido determinados todavia. Para fa@lipmocesamiento, mantenemos
un arreglo de indicadoreguar dado(v) = true siv esta en la pila auxiliar yalse

en otro caso. Asi podemos determinar en el momento de nogea arista retrocedente
o transversgv,u} Si la raiz deu es un antepasado de Si lo es,u esta en el mismo
componente com y los dos vértices y la raiz estan todavia en la pila. El algoritmo en
pseudo-cbdigo esta en el cuadro 6.2

En el algoritmo del cuadro 6.2, cada vértice entra la Pilana vez y sale de la pila una
vez. Adicionamente hay que procesar cada arista. La cogipatpor vértice o arista es
de tiempo constante. Entonces tenemos un algoritmo copdieeejecucio (n + m).

6.6. Tablas de dispergin dinamicas

Unatabla de dispergin (inglés: hash table) son estructuras de datos que asoleien
vesconvalores Por ejemplo, se podria implementar una guia telefoparaguardar los
nameros (los valores) bajo los nombres (las claves). La @ereservar primero espa-
cio en la memoria de la computadora y después alocarlo ddamacion insertada, de
tal manera que siempre sera rapido obtener la informamgi@ corresponde a una clave
dada.
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Unafuncion de disperdin (también: una funcién hash) es una funcion del conjurto d
claves posibles a las direcciones de memoria. Su implewiénttipica es por arreglos
unidimensionales, aunque existen también variantesdimgnsionales.

El tiempo de acceso promedio es constante por disefio: leagagquputar la funcion hash
y buscar en la posicion indicada por la funcion. En el cas® lg posicion indicada ya
esta ocupada, se puede por ejemplo asignar el elementueai@$ibre siguiente, en cual
caso el proceso de blusqueda cambia un poco: para ver siestana clave, hay que ir a
la posicion dada por la funcion hash y avancar desde afitata clave o en su ausencia
hasta llegar a un espacio no usado.

Cuando toda la memoria reservada ya esta siendo utilizealéefnativamente cuando el
porcentaje utilizado supera una cota pre-establecidg)yb@reservar mas. Tipicamente
se reserva una arate tamdo doblede lo anterior. Primero se copia todas las claves
existentes con sus valores en la area nueva, después de guede empezar a ahadir
claves nuevas. Entonces, “casi todas” las operacionesédecian son faciles (de tiempo
constante), pero el caso peor @$n) para una insercion 2 (n?) para un total de:
inserciones.

6.7. Colas de prioridad

Unacola de prioridades una estructura para guardar elementos con claves asotahd
gue el valor de la clave representa la “prioridad” del eletmdfl menor valor corresponde
a la prioridad mas urgente.

La operaciones deolas de prioridad de adjuntestan enfocadas a lograr facilmente
averiguar el elemento minimo guardado (en el sentido dedtwes de las claves), o
sea, el elemento mas importante. Este implica que es nacgsa& tengan un orden los
elementos procesados por la cola de prioridad. Las op&esson

. insertar un elemento,

. consultar el elemento minimo,

1

2

3. retirar el elemento minimo,

4. reducir el valor de un elemento,
5

. juntar dos colas.

También es posible utilizar el mismo dato como la clave srafalicaciones donde so-
lamente es de interés tener acceso al elemento minimeepeomcepto de prioridad no
aplica. Las colas de prioridad se puede implementar conimdos.
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Cuadro 6.2: Un algoritmo basado er®para determinar los componentes fuertemente
conexos de un grafo dirigido. Se asume acceso global al gtakestructuras auxiliares.

procedure fuerteconexaf);

a:=a-+1;
I(v) :=gq;
Aw) = I(v);

empujav enP;
guardad@] := true ;
forall {v,u} € E'do

if I(u) =0

fuerteconexay);

A(v) := min{A(v), A(u)};
else

if (I(u) < I(v)A guardadéu) = true )
A(v) :== min{A(v), I(u)};

if A(v) =1(v)

quita deP los elementos hasta e inclusp
guardadéw) := false;
imprime w como parte del componente dg

procedure main(V, E)

a:=0;

I(v) :=0;

P = 0;

forall v € V do
I(v) :==0;
guardad¢v) := false

forall v eV

if I(v)=0
fuerteconexa)
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6.8. Conjuntos

6.8.1. Estructuras unir-encontrar

Una estructuranir-encontrar(inglés: union-find) sirve para manejar un grupale con-
juntos distintos de elementos tales que cada elementouirenembre Gnico. Sus opera-
ciones basicas son

= forn(i, S) que forma un conjunt® = {1} y lo afade erC: C' := C' U {S}; no
esta permitido que el elementpertenezca a ningn otro conjunto de la estructura,

= find(:/) que devuelva el conjunt € C de la estructura donde= S'y reporta un
error sii no esta incluido en ningln conjunto guardado,

= uni on(S, T, U) que junta los dos conjuntgs€ C'y T' € C' en un s6lo conjunto
U = SUTyactualizaC := (C \ {S,7}) U {U}; recuerda que por definicion
SNT =19.

No es realmente necesario asignar nombres a los conjuctosigpcada elemento perte-
nece a un solo conjunto &n. Entonces, se puede definir las operaciones también en la
manera siguiente:

» forn(i): C:=CU{1},
= find(:): devuelva la lista de elementos que estén en el mismo ctn@on:,

= uni on(i, 5): une el conjunto en el cual perteneceon el conjunto en el cual
pertenecy.

6.8.2. Implementacon de un conjunto en forma de unarbol

Otra opcion de manejar conjuntos es a través de arb@da:@lemento esta representada
por un vértice hoja del arbol. El véertice padre de unaaogpresenta el conjunto de los
elementos representadas por sus vértices hijos. Un spintoes un vértice intermedio,
el padre de cual es su superconjunto. El conjunto de todoslénsentos es su propio
padre. La estructura de los punteros padre esta mostrae@gmplo de la figura 6.17

La operacion de crear un arbol nuevo es facil: crear eh@rivérticev. Marcamos su
clave (Unica) core. Hay que asignar que sea su propio padé:) := c. Esto toma
tiempo constant® (1).

La operacion de busqueda del conjunto a cual pertenecelavex, habra que recorrir el
arbol (o sea, el arreglo) desde le vértice con la claveatizse
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Figura 6.17: Un ejemplo de los punteros padre de una arbbohaaves posibles para
poder guardar su estructura en un arreglo de tamafo

pi=c

while P(p) #p
p:=P(p);

return p;

En el peor caso, el arrego se ha degenerado a una lista, paoalleeaemos complejidad
asintoticaO (n).

Para juntar dos conjuntos, basta con hacer que la raiz deomalaver;) sea un hijo de
la raiz de la otra (con clawg): P(c;) := c,. ESta operacion necesita tiem@q1).

Podemos considerar la complejidad de sneesbn de operacione$or ejemplo, si crea-
mosn conjuntos, entre cuales ejecutamos por maxime 1 operaciones de unir dos
conjuntos y no mas de dos blUsquedas de conjuntos por céua ehtiempo total es
O(n+n—1+2(n—1)n)=06(n?).

Siaseguramos que el juntar dos arboles, el arbol de mamafio sera hecho hijo del otro,
se puede demostrar que la altura del arbol que resulta(ksg; n), por lo cual podemos
asegurar que la operacion de busqueda del conjunto tempdO (logn) y la secuencia
analizada seria de complejidad asintotitan log n), que ya es mejor. Lo Unico que hay
gue hacer es guardar en un arreglo auxiliar el tamafo decoaglanto y actualizarlo al
unir conjuntos y al generar un nuevo conjunto.

Aln mejor seria guardar informacion sobre la altura diacarbol, la altura siendo un
namero menor o igual al tamafo. La ventaja de la compléjekintotica queda igual,
pero solamente necesitamBglog log ) bits para guardar la altura.

Hay diferentes opciones para modificar los caminos cuandaealiza una busqueda de
conjunto en la estructura.

= Condensacion del camino: traer los vértices intermealiasaiz
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pi=c

while P(p) # p
p:=P(p);

q:=1;

while P(q) #q

Pq); Pla) =

q:=r

return p;

= Divisibn del camino: mover vértices intermediados a pe

pi=c

while P(P(p)) # P(p)
q:=P(p);
P(p) :==P(Pp));
pi=q

return Y,

s Cortar el camino a su mitad: saltando a abuelos

p:i=c;
while P(P(p)) # P(p)
7’( ) P(P(p));

P(p)
return P(p);



Capitulo 7

Analisis de algoritmos

7.1. Algoritmos simples

Para analizar desde un pseudocoddigo la complejidadatig@nte se aplica las reglas si-
guientes:

= Asignacion de variables simples toman tientpol ).
= Escribir una salida simple toma tiemgb(1).
= Leer una entrada simple toma tiem@q1).

= Silas complejidades de una sucesion de instruccidnés, . . ., I;, dondek no de-

pendedel tamafo de la instancia, son respectivaménts, . . ., fx, la complejidad
total de la sucesion es

= La complejidad de una clausula de condicidr) s la suma del tiempo de evaluar
la condicion y la complejidad de la alternativa ejecutada.

= La complejidad de una repeticiowliile ,for ,...) esO (k(f; + f,)), dondek es
el nimero de veces que se repifees la complejidad de evaluar la condicion de
terminar y f, la complejidad de la sucesion de operaciones de las cuatesiste
una repeticion.

= La complejidad de tiempo de utlamada de subrutinas la suma del tiempo de
calcular sus parametros, el tiempo de asignacion de l@smros y el tiempo de
ejecucion de las instrucciones.

= Operaciones aritméticas y asignaciones que procesaglasre conjuntos tienen
complejidad lineal en el tamafo del arreglo o conjunto.

119
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7.2. Complejidad de algoritmos recursivos

La complejidad de programas recursivos tipicamente uroral la solucion de una ecua-
cion diferencial. EI método mas simple es adivinar ua@on y verificar si esta bien la
adivinanza. Como un ejemplo, tomamos la ecuacion sigeiient

c, sin=1
T < { g<T(n/2),n), sin > 1 (7:2)

y adivinamos que la solucion sea, en forma genérgh) < f(as,...,a;,n), donde
ai, ...,a; son parametros de la funcigh Para mostrar que para algunos valores de los
parametros:, . . ., a; aplica para toda que la solucion sea la adivinada, tenemos que
demostrar que

c< flay,...,a;1) (7.3)

y también que
g <f (al,...,aj,g> ,n) < f(as,...,aj,n), sin > 1. (7.4)

Esto se logra por induccion. Hay que mostrar @iig) < f(ai,...,a;, k) paral < k <
n. Cuando esta establecido, resulta que

T(n) < g(T(5).n)
= e a3 &
< flay,...,a;,n), sin > 1.

Otra opcion es aplicar la ecuacion recursiva de una mateediva. Por ejemplo, con la
ecuacion diferencial O
T(1 = (1,
{ < 2T () + eon. (7.6)
obtenemos por aplicacion repetida

T(n) < 2T (%) +con <2 (2T(n/4) + £%) + con

= AT(n/4) + 2con <4 (2T (n/8) + can/4) + 2¢can (7.7)
= 8T(n/8) + 3can.

Observando la forma en que abre la ecuacion, podemos adile por lo general aplica

T(n) <2'T (ﬁ> + icon para toda. (7.8)

22‘
Si asumimos que = 2*, la recursion acaba cuando= k. En ese momento tenemos
T (3)=T(1),0sea
T(n) < 2"T(1) + kcan. (7.9)
De la condiciore” = n sabemos qué = log n. Entonces, coff’(1) < ¢; obtenemos
T(n) < cn+ cenlogn (7.10)

osedl'(n) € O (nlogn).
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7.2.1. Soluobn general de una clase coim

En forma mas general, tomamos la ecuacion siguiente

T1) =1
{T(n) = a(n/b) +d(n), (7.11)

dondea y b son constantes §¥ : ZT — R*. Para simplificar la situacion, se supone
quen = b* por algink > 0 (o seak = logb). La solucion necesariamente tiene la
representacion siguiente:

k—1
T(n)= ",  +> ddp*). (7.12)
parte homogénica j=0

parte heterogénica

En el caso qué(n) = 0, no habra parte heterogénica. La demostracion es pooaes
posicion:

T(n) = aT <%> +d(n)
= a (aT (%) +d (%)) +d(n)
= a’T (% +ad (%) +d(n)
; T (bﬁk) +akd (%) 4o d(n) (7.13)
= a"T(1)+ %1 ald(bF)
= a"+ ki o/ d(b" )

Para la parte homogénia& aplica que:* = @!°%" = n!°%*_ En el analisis de ordenacion
por fusion tenemos = b = 2, en cual casa* = n (dejamos el analisis mismo de
ordenacion por fusibn como ejercicio).

En algunos casos la solucion es mas simpled sis multiplicativa, o sead(zy) =
d(z)d(y), aplica quel(b*~7) = (d(b))*~7 que nos permite reformular la parte heterogéni-
ca:

Sy =awr Y- (o) = awy ) =1 ot vt

=0 d(b) 1 d)

Entonces, cuand®es multiplicativo, tenemos

O (nlogv ) si a > d(b)
T(n) =4 O (nled®) si a < d(b) (7.15)
O (n'2?® log,n), si a = d(b).
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En especial, si < d(b) y d(n) = n®, tenemosl'(n) € O (n®). Si en veza = d(b) y
d(n) = n®, tenemod'(n) € O (n*log,n). Esto se demuestra por el siguiente analisis.

Sean > d(b). La parte heterogénica es entonces

a® —d(b)*

&1

€ 0(d), (7.16)

por lo cualT(n) € O (a*) = O (n'°®7), porquea” = a'*#™ = pl°&:*, En este caso la
parte homogénicay la parte heterogénica son practicanigumles.

En el caso que. < d(b), la parte heterogénica €3 (d(b)*) y T'(n) € O (d(b)*) =
O (nlogb d(b)), porqued(b)k — d(b)logbn — nlogb d(b).

Sia = d(b), tenemos para la parte heterogénica que

iajd(b)kj = d(b)* i (%) = d(b)* i 1 = d(b)*k, (7.17)

por lo cualT(n) € O (d(b)* k) = O (n'°2 ) log, n).

Por ejemplo, si'(1) = 1y T'(n) = 4T (%) + n, tenemosI'(n) € O (n?). Si tenemos
T(1) = 1 conT(n) = 4T (%) + n? llegamos al'(n) € O (n? logn). Mientras con
T(1) =1y T(n) =4T (%) + n® resultaqud’(n) € O (n?).

En todos estos ejemplas= 4y b = 2, por lo cual la parte homogénica es para todos
alogbn — nlogba _ n2.

Incluso se puede estimar la parte heterogénica en algasos dondé no es multipli-
cativa. Por ejemplo, en
1) =1
{ T(n) = 3T (%)+2n'® (7.18)

d(n) = 2n"5 no es multiplicativa, mientras'~® sola lo es. Usamos la notaciéf{n) =
T para todar. Entonces

U =

V) — IO (7.19)

+n'® =30 <g> +ntP.

Si tuvieramos qué/(1) = 1, tendriamos una parte homogéni&” = n'°s3. En el caso
U(1) = 5 tendriamos;n's?.

En la parte heterogénica, el valor t¢1) no tiene ningun efecto, por lo cual en el caso
a=3yb=2cond(b) = b ~ 2,82 aplica quei(b) < a. Entonces la parte heterogénica
esO (n'oe?).

En consecuencia, tenemos quién) € O (n'*¢%), y porqueT’(n) = 2U(n), también
T(n) € O (n'*e3).
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Como otro ejemplo, analizamos la ecuacion

T(1) = 1

T(n) = 2T (%) +nlogn (7.20)

donde la parte homogénica@&s= 21" = n'°¢? = n. d(n) = nlogn no es multiplicati-
va, por lo cual habra que estimar directamente la partedgaica:

k—1 k—1 k—1

doddpF ) = ) 202 10g 2 =28 "k —

=0 i=0 =0 (7.22)
P k+(k—1)+*k—-2)+...+1)

kAU — ok =1k (k + 1).
Vamos a asignar = log n:
28 1k(k+1) = 29" logn(logn + 1)

9loz(3) (log®n + logn) (7.22)
= Z(log’n + logn),

0 sea, la parte heterogénica@gn log” n).

7.2.2. Metodo de expangin

El método de expandn facilita la computacion involucrada en abrir una ecuacicur-
siva. Como un ejemplo, veremos la ecuacion siguiente:

R1) = 1
{ R(n) = 2R(n—1)+n, donden > 2. (7.23)

Por descomponer la ecuacion obtenemos

R(n) = 2R(n—1)+n
22R(n—=2)+n—-1)+n
4R(n —2)+3n—2

— 4(2R(n—3) +n—2)+3n—2 (7.24)
8R(n—3)+T7n—10
La expansion se realiza de la manera siguiente:
R(n) = 2R(n—1)+n | x 1
R(n —1) = 2R(n—2)+(n—1) | x 2
R(n —2) = 2R(n—3)+ (n—2) | x 4
: (7.25)
R(n —1) = 2Rn—i—1)+(n—1) |x 2

R(n — (n—2)) : 2R(1) +2 | x 22
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Ahora multiplicamos por los coeficientes del lado izquiersugnamos para obtener el
resultado:

R(n) = 2" 'R(1)+n+2n—1)+4(n—2)+...+2"22
= n+2(n—1)+4(n—2)+_‘_+2n722+2n71

= i?(n—z’)

— 42042 2 2 422 2] (7.26)

-~ -~ -~

n veces n—1 veces n—2 veces 1vez
n—1 1 n—1 n—1 n—1
= § E :2j:§ :(2i+1_1):§ :2i+1_§ :1
=0 j7=0 =0 i=0 =0

= 2l 92 _n.

7.2.3. Transformaciones

Para simplificar la solucién, podemos hacer una asignamatnbiando el dominio o el
rango del mape@'. Por ejemplo, con

TO) = 1
ra = 2 (7.27)
Tn) = Tn—-1)T(n-2),sin>2
podemos asigndr (n) = log T'(n). Esto nos deja con
Uuo) = 0
u) - (7.28)
Umn) = Un—-1)+U(n-2),sin>2.

Hemos llegado a tendr(n) = F,,, 0 sea, ehésimo niumero de Fibonacci . Entonces
T(n) =2,

Otro ejemplo es

T1) = 1
{ T(n) = 3T(n/2)+n, sin—2> 1. (7.29)
donde con la asignacidri(n) = 7'(2") llegamos a
Uuo) =1
Un) = T(2") =3T(2" 1) + 2" (7.30)

= 3U(n—1)+2", sin>1.
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Abriendo esta definicion, obtenemos

U(n) = 3Un—-1)+2" |x 1
Un-1) = 3UMn-2)+2""1 | x 3
Un—2) = 3UMm—-3)+2"2% | x 9 (7.31)
U(l) = 3U(0) + 2 | x 31
Yy entonces
n—1 n—1 3 7
Un) = 37+ ) 32ni=3"42" -
( ) i=0 . iz:; <2) (7.32)
3\" _q n .
— 3n+2n<2) :3n+2n+1‘ 3 _2n+1

T —
= 2
2

_ 3n+2‘3n_2n+1:3n+1_2n+1:3_2n10g3_2n.2'

De la condicion/(n) = T'(2") derivamos qué’(n) € U(logn), 0 sea,
T(n) — U(].Og n) =3. 210gn10g3 . 210gn2 — 3n10g3 -9 (733)

7.3. Analisis de complejidad promedio

En muchos casos, la cota superior de la analisis asiatééktcaso peor da una idea bas-
tante pesimista de la situacion — puede ser que son muyasskzssinstancias de peor
caso, mientras una gran mayoria de las instancias tien@diele ejecucion mucho me-
jor. Si uno conoce ldistribucion de probabilidadie las instancias (de un caso practico),
se puede analizar la complejidpcbmediode un algoritmo. En los casos donde no hay
informaciona priori de las probabilidades, se asume que cada instancia es aupsipr
ble (es decir, la instancia esta seleccionada del espaciodas las instancias posibles
uniformemente al azar).

Tipicamente el analisis de complejidad promedio es nesafthnte que el analisis
asintética del por caso. En la seccion siguiente veréshamalisisamortizadaque re-
sulta mas facil para muchos casos de procesamiento detesas de datos.

7.3.1. Ordenacbn rapida

En esta seccion, como un ejemplo de analisis de compiepdamedio, analizamos el

algoritmo de ordenacion rapida (inglés: quicksort;sprgado en la seccion 6.1.2). Su
peor caso e® (n?) paran elementos, pero resulta que en la practica suele ser etimét
mas rapido. El analisis de complejidad promedia da aracién rapida la complejidad

O (nlogn), que implica que el caso peor no es muy comun.

Cada vez que dividimos una cola o un arreglo, usamos tiethfl0n) y un espacio
auxiliar de tamafi@ (1). Para unir dos colas (de tamafigsy n,) en uno, se necesita por



126 CAPITULO 7. ANALISIS DE ALGORITMOS

maximo el tiempd? (n; 4+ ny); en la implementacion que usa un arreglo, unir las partes
explicitamente no sera necesario.

Suponemos que la subrutina de eleccion del pivote ténia) tiempo paran elemen-
tos, el tiempo total de ejecucion del algoritmo de ordedracapida esta capturado en la
ecuacion recursiva siguiente:

O(1), sin <1,

Tn) = { T(p)+T(n—p)+0O(n), sin>l1, (7.34)

dondep es el tamafio de la una de las dos partes de la divisioan-{yp el tamafo de
la otra parte). El peor caso corresponde a la situacionalpnrd 1 en cada division del
algoritmo.

T (n):{G(l), sin <1,
peor Toeoln — 1) +© (n), en otro caso,

La solucion de la ecuacion del peor casolgs,{n) = O (n?). Para analizar el caso
promedio, hacemos las siguientes suposiciones:

(7.35)

1. Losn elementos sofi1,2,...,n} (0 en terminos mas generales, todos los elemen-
tos son distintos).

2. La permutacion en la cual aparecen los elementos egi@alentre los! posibles
permutaciones uniformemente al azar.

3. El tltimo elemento esta siempre elegido como el piveséy de logra en en tiempo
O(1) € O(n).

4. Las operaciones de dividir y unir las partes usan al matiempocn, dondec es
un constante.

5. La complejidad del caso donde< 1 usad pasos de computacion.

La complejidad del algoritmo ahora depende de la elecc#@pidote, que en turno de-
termina exactamente los tamafos de las dos partes:

(

T(0)+T(n)+ cn, si el pivote ed
T(1)+T(n—1)+cn, sielpivote e

T(2)+T(n—2)+cn, sielpivote es3
T(n) < :() (n=2) o SEP (7.36)

T(n—2)+T(2)+ cn, sielpivotees —1
T(n—1)+T(1)+ cn, sielpivote esn.

\

Considerando el conjunto de la$ permutaciones de los elementos, cada caso ocurre
(n — 1)! veces (se fija el tltimo elemento y considera las permutaside los otros ele-
mentos). Entonces, la complejidad del caso promedio seepragdcterizar con la ecua-
cion diferencial:
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T(n) = Lll)' <T(0) +T(n) + cn + Ti(T(z) +T(n—1)+ cn)) , n>1,

i=1

- %(T 0+T(n +cn+Z<T(i)+T(n—i)+cn>)

T0+Tn+cn+z< +T(n—z)+cn>)

=1
n—1

T+ T(n +cn+(n—1)cn+22T(i))

i=1

1
n

Il
3=
7 N N

n—1

< %+C’n+cn+ ZT

=1

(d+C+cn+ 2> T()

IN

(7.37)

La sumacion esta simplifacada por la observacion que tielemas de: dos ocurrencias

de cadal'(i). El penlltimo paso cort viene del hecho que ya sabemos del analisis de
peor caso qué'(n) < Cn? para algiin constanté. Ademas sabemos qU&1) = d. Para
simplificar, reemplazamos el constadte C' + ¢ = D para obtener la ecuacion

T(n) < Dn + % S T() (7.38)

y intentamos solucionarla con la adivinariZen) < anlogn, dondea es un constante
suficientemente grande. La demostracion es por indocgé@an = 2, aplica la ecuacion
siemprey cuanda > D + g Para el casa > 2, asumimos que para todo< n aplica
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queT (i) < «ilogi. Para el caso de valores paresidéenemos

n—1 % n—1
T(n) < Dn+%2ailogi:Dn+%& Z(ilogi)+ (ilogi)
i=1 i=1 =241
3 31
= Dn+ % Z(ilogi)vLZ(%vLi)log(%—l—i)
i=1 i=1
2 51
= Dn+2+ Zi(lognl)#—Z(g—l—i)logn)
i=1 i=1
3 31
= Dn+ 2 (logn—l)Zi—i—logn 2(LZ—-1)+ ) i
i=1 i=1
1+ ) 1+2-1
< Dn+%°‘((logn—1)(§- 22>+10gn %—%—l—(%—l)-#))
= Dn+2§<logn<%2+%>—%2—%+logn ”742—%+"—82—%>>
= Dn+a(logn(n—1)—2—1)
< Dn+anlogn —a- 7
< anlogn, sia > 4D,
(7.39)
porque para todoaplican
< log & — _
logi <log 7 =logn — 1 (7.40)

log (g + i) <log(n —1) <logn

con logaritmos de base dos y por aplicar la suma de sucestametica. Para valores
impares den, el analisis es muy parecido. Estas calculaciones varifigaadivinanza
T(n) = anlogn.

7.4. Analisis de complejidad amortizada

Laidea en el analisis de complejidachortizadaes definir unaucesbnden operaciones

y estimar una cota superior para su tiempo de ejecucion.desh superior esta dividido
por el nUumero de operacionegara obtener la complejidad amortizada (inglés: amattize
complexity) de una operacion. No es necesario que las cpers de la sucesion sean
iguales ni del mismo tipo. La motivacion de complejidad @mada es poder “pronosti-
car” con mayor exactitud el tiempo de ejecucion del uso ldgerdmo en el “mundo real”:

si uno tipicamente quiere realizar ciertos tipos de cegasanto tiempo toma?

Para formalizar el concepto, sé® el estado inicial de una estructura de datos. En cada
momento, se aplica una operacioren la estructura. Despuésdeperaciones, el estado
de la estructura ser®;. Denotamos la sucesion de operaciones cama. ., O,,. El
“costo” computacional de operaciéh puede ser muy distinto del costo de otra operacion
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O,. Laidea es sumar los costos y pensar en téerminos de “castoeglio”. Para que tenga
sentido ese tipo de analisis, la sucesion de operacistaediada tiene que ser fgor
posible — si no lo es, no hay guarantia ninguna que se puedaalizar el analisis para
sucesiones mas largas.

7.4.1. Arreglos diramicos

Como un ejemplo, evaluamos la complejidad de operarteylo diramica se duplica el
tamano siempre cuando hace falta afadir un elemento @rteeat tamaro a mitad cuan-
do se ha liberado tres cuartas partes del espacio). Evaslarsocesion d2* inserciones
en tal arreglo. Al realizar la primera insercion, se creaugglo de un elemento. Con la
segunda, se duplica el tamafo para lograr a guardar el degemento. En practica,
esto significa que se reserva un arreglo nuevo del tamarfie dalotra parte y mueve
cada clave que ya estaba guadrara en el arreglo al espavin Qo la tercera insercion,
se crea espacio para dos elementos mas, etcétera.

Entonces, con la sucesion de operaciones definida, vaneseadue multiplicar el ta-
mafio del arregld: veces y las otrag* — k inserciones van a ser “baratas”. La com-
plejidad de una insercion barata @51). Cuando el tamafo del arreglo esel costo

de duplicar su tamafo &8 (n). Entonces, la complejidad de una insercion “cara” es
O(1)+ O (n) € O (n)y para la insercion dificil nUmerg el tamafio va a s&'. Enton-
ces la suma de la complejidad de kamserciones dificiles es

k
0 (Z 2i> =0 (2"). (7.41)

La complejidad total de l08" — k operaciones faciles &8 (2 — k) € O (2*) porque
cada una es de tiempo constante. Entonces, la complejidagsdeesion completa &
inserciones e® (2! + 2¥) € O (3 - 2¥). Dividimos este por el nimero de operaciones
2% para obtener la complejidad amortizada por operacion:

3.2k
@] ) = 0B)eO(1). (7.42)
Entonces, si hacemasoperaciones y cada uno tiene complejidad amortizada cussta
cada sucesion de puras inserciones tiene complejidadiaada lineal O (n).

Para poder incluir las eliminaciones en el analisis, hay cambiar la técnica de anali-
sis. Utilizamos elmétodo de potencialesambién conocido como el método deentas
bancariag, donde se divide el costo de operaciones caras entre apezaenas baratas.

Supone que al comienzo nos han asignado una cierta cantldae pesos. Cada opera-
cibn basica de tiempo constarflg 1) cuesta un peso. Vamos a realizavperaciones. El
costo planeadde una operacio®; esp; = % pesos. Si una operacion no necesita todos
sus% pesos asignados, lahorramosen una cuenta bancaria comun. Si una operacion
necesita mas qu% pesos, la operacion puede retirar fondos adicionales dadata
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bancaria. Si en la cuenta no hay balance, la operacionnus poestados del banco. Todo
el préstamo habra que pagar con lo que ahorran operadgmeesiguen. Denotamos el
balance de la cuenta después de la operacion ntinersea, en el estado;, con®; —
este balance también se llamalatencialde la estructura. La meta es poder mostrar que
la estructura siempre contiene “la potencial suficienteapeoder pagar la operaciones
gue vienen.

Sear; el costo realde la operacio;. El costo amortizadde la operacio; es

——
pesos ahorrados
El costo amortizado total de lasoperaciones es

n

A= iai = Z(n + @, — ;)
=1

=1
n

= Zﬂ‘ + i(q)z —d;_q) (7.44)

=1
n

= ZTZ'—F(I)H—CI)(),

i=1

por lo cual el costo real total es
R=Y"r=0 -0+ a. (7.45)
=1 =1

Para poder realizar el analisis, hay que asignar los cpiiosado®;, después de que se
intenta definir unduncion de balanceb; : N — R tal que el costo amortizado de cada
operacion es menor o igual al costo planeado:

Asi también aplicaria
< ®—0,+ Y pi (7.47)
=1 i=1

La transaccion con el banco (ahorro o préstamo) de la cper&®; es dep; — r; pesos.
Tipicamente queremos qde > 0 para cada estadD;. Si esto aplica, tenemos que

=1 i=1

ComUnmente ademas tenemos dye= 0, en cual caso la suma de los costos planeados
es una cota superior a la suma de los costos reales. Entshuas, elige costos planea-
dos demasiado grandes, la cota sera cruda y floja y la esbmde la complejidad no
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es exacta, mientras haber elegido un valor demasiado pea@ielos costos planeados,
resulta imposible encontrar una funcion de balance apdapi

Regresamos por ahora al caso de puras inserciones a uroatie@hico. Hay que ase-
gurar que el precio de una insercion cara se pueda pagaoapumel han ahorrado las
inserciones baratas anteriores. Suponemos que el tiemptadasercion facil seq vy el
tiempo de mover una clave al espacio nuevo (de tamaio dedde). Entonces, si antes
de la insercion cara, la estructura contienelaves, el precio real total de la insercion
cara es; + nt,. Vamos a definir una funcion de balance tal que su valorah&s ce-
ro y también su valor después de hacer duplicado el taraaft@ro. En cualquier otro
momento, ser&®; > 0. La meta es llegar al mismo resultado del método anterisgao
v ri = O (n) para tener complejidad amortiza@(1) por operacion.

Vamos a intentar el analisis cppn= ¢, + 2¢,: habra que poder pagar el costo de anadir la
clave nuevat() y preparar para mover la clave misma después a un arreglm e ta-
mafio dobldt,) ademas de preparar mover todas las claves anteriores ¢uetemento,

el otrot,). Queremos cumplir con ecuacibn 7.46: para todwcesitamos que

a; = T; + q)2 — @ifl S Pi = tl + 2t2 (749)

Denotamos pot; el nUmero de claves guardados en el arreglo en el efladtlaramente
¢; = c¢;_1 + 1. Intentamos con la funcion

q>i = ZtQCi — tzei, (750)
dondee; es el espacio total del arreglo después de la oper#gidRara inserciones faci-
les, aplicae; = ¢;_1, mientras con las dificiles aplieca = 2¢;,_; = 2¢;_;.

El caso de una insercion facil sera entonces

a; = t1+ (2ta(cim1 + 1) —taeim1) — (2t2ci—1 — tae;q)

=t + 2t = (7.51)

Entonces el costo amortizado es igual al costo planeada.|®sinserciones dificiles,
tenemos

a; = (t1 +tacimq) + (2ta(cimn + 1) — ta2¢-1)
— (215262-_1 - tQCi—1> (752)
= {1+ 2ty = p;,

gue también cumple con lo que queriamos: tenemosiguet; + 2t, para todoi. En-
tonces cada operacion tiene costo amortiz&dd) y el costo real de una serie de
operaciones €9 (n).

Ahora podemos considerar eliminaciones: si un arreglomaitae; contiene solamente

¢ < iei claves, su tamafno sera cortado a la mitad; = %e,». El costo de la reduc-
cion del tamafio esc;, porque habra que mover cada clave. Marcamos el precioale un
eliminacion simple (que no causa un ajuste de tamafojscon

Vamos a cubrir el gasto del reduccion por cobrar por eligiov@es que ocurren cuando
el arreglo cuenta con menos gieclaves guardadas en el estadp Entonces, por cada
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eliminacion de ese tipo, ahorramgspesos. Al momento de reducir el tamafio, hemos
ahorrada($ — 1) pesos (nota que solamente cambia cuando duplicamos o reducimos,
no en operaciones baratas). Cuando guardamos claves aieispes de la Gltima cuarta
parte de la estructura, usamos los pesos ahorrados y n@atosrnada mas. Elegimos
ahora una funcion de balance definido por partes:

e e > &
o, — { 2tac; — tae;, Sl 2> 5, (7.53)

%tz — 1oy, Si c; < %.

Analizamos primero el caso de inserciones: Para el case %, no cambia nada a la
situacion anteriora; = t; + 2t,. Para el otro casa < %, tenemos
ap = 1i+® -0,
. toe;_
tl + (% — t20i> — (% — t20i71> (754)
= tl - t27

porque para estas inserciones, siempre tenemes; ; (nunca causan que se duplique
el espacio). Para las inserciones “especiales” que ocjusémcuando cambia la defini-
cion de la funcion de balance (o sea, el caso depde? ), obtenemos

a; = ’f‘i—i‘q)i _q)z’—l

b1 + 2tac; — tae; — mTl_l + taci

tl + ZtQCZ‘ — 215262' — tQCZ‘ + tQ(CZ‘ — 1)
= 11 — 9.

(7.55)

Para las eliminaciones, empezamos con el caso de elimnescfaciles sin ahorro, o sea
ci > %:
a; = T; + (I)z — q)z’—l
= t3 + (2t2€i - tgei) - (2t20i_1 — tgei_1>

= t3 + 2?52(01‘,1 — 1) — 2?5201‘,1 (756)
= t3 - 2t2
Para el caso dg = § — 1 al cambio de definicion dé obtenemos
a; = 1, +d;— Dy
t3 -+ (% — t2€i> — (2t2€i_1 — tgei)
t3 + % - t2(6i71 — 1) — 2t20i,1 (757)
t3 + 3taci1 — tae;_1 +to — 2tac;4
= 13+ ts.

Para las eliminaciones con ahorro, o sea cuapeo? —1 cuanda:;_; > 5 +1, tenemos

a; = T; + CI)Z — q)z’—l

e+ (552~ ) — (52— e
ts — ta(ci1 — 1) + taciy

- t3 -+ tg.

(7.58)
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Para el Gltimo caso, el eliminacion, ; = ei;, obtenemos

a; = T; + (I)Z — q)z’—l
= s+ (fae; — B) — (257 — tacia)

= i3+ —tzeifl — —t262i71 + 1aci—1 (759)
toe; tocs_
— t3.

Entonces en todos los casos llegamos a tener una complajitatizada constant® (1)
por operacion, por lo cual la complejidad de cualquier coration den inserciones y/o
eliminaciones, la complejidad amortizada total®§).

La regla general de poder lograr la meta de “siempre podeargag operaciones que
guedan de hacer” es asegurar que se mantengaarniante de costdinglés: credit inva-
riant) durante toda la sucesion. El invariante del ejendi@l@rreglos dinamicos consiste
de las siguientes reglas:

1. Sic; = %, el balanceb; es cero.

2. Si (% < g < %), el balanced; es igual a la cantidad de celdas libres en las

posiciones de la segunda cuarta parte del arreglo.

3. Si¢; > %, el balanceb; es igual a dos veces la cantidad de claves guardados en las
posiciones de la segunda mitad del arreglo.

7.4.2. Arboles biselados

El siguiente ejemplo del analisis amortizado son los ladbiselados. Denotamos la can-
tidad de claves guardadas en el arbolpgrel numero de operaciones realizados al arbol
conm. Queremos mostrar que la complejidad amortizada de cwalgucesion den
operaciones e® (mlogn). Marcamos cor?(v) el ramo la raiz de cual es el vérticey
con|R(v)| el nUmero de vértices en el ramo (incluyendg aDefinimos

p(v) = [log |R(v)) . (7.60)
Sear la raiz del arbol completo. El costo planeado de las ojmmas sera

pi = O (logn) = O (log |R(r)]) = O (u(r)). (7.61)

Cada operacion de un arbol adaptivo (ver seccion 6.2/3ttuye de un nimero cons-
tante de operacionespl ay y un nimero constante de operaciones simples, basta con
establecer que la complejidad amortizada de una operagpibay esO (u(r)).

Pensamos en este caso que cada veértice del arbol tieneema propia, pero el balance
esta en uso de todos. Mantenemos el siguiente invariamestie: cada vértice siempre
tiene por lo menog(v) pesos en su propia cuenta.
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Teorema 7.32 Cada operacioapl ay (v, A) requiere al maxima3 (p(A) — u(v)) + 1)
unidades de costo para su aplicacion y la actualizacibimeggriante de costo.

La demostracion del teorema es la siguiente: la operapbmy consiste de una sucesion
de rotaciones (ver figura 6.8).

En el caso que el vértice que contiene la llave de interés tenga un pagdpero no un
abuelo, hace falta una rotacion simple derecha. Aplicay@uguelu) = paned?) Y que
despuekl) < Ldespueu). Para mantener el invariante, necesitamos pesos:

,Udespuégu) + Mdespuégt) — (,uames(u) + ManteJ)) Mdespu’egt) - Mantes(u)) (7.62)

< Mdespuégu) - ,Uanteé(u)'

El peso que sobra se gasta en las operaciones de tiempontenstantidad constante
por operaciorspl ay (comparaciones, actualizaciones de punteros, etcétera)

En el segundo case,tiene ademas del padrein abuela’. Hay que hacer dos rotaciones
derechas — primero para mowveal lugar del abuelo, empujando el abuelo abajo a la de-
rechay después para movemismo al lugar nuevo del padre. El costo total de mantener
el invariante es

T = ,Udespuégu) + ,Udespuéét) + Mdespuégt/) - ,Uantes(u) - Mantes(t) - Mantes{t/)- (763)
Por la estructura de la rotacion aplica que
Mdespuégu) = ,Uantes(t/)a (7-64)

por lo cual

T = Ndespuéét) + Mdespuégt/) - Nantes(u) - ,uantes(t)

(Ndespuéét) - Nantes(u)) + (Mdespuégt/) - Nantes(t)) (7 65)
(Mdespuégu) - Mantes(u)) + (,Udespuégu) - ,Uantes(u)) .

2 (,Udespuééu) - Mantes(u)) .

A

Silogramos tenefigespuektt) > panted ), NOS queda por lo menos un peso para ejecutar la
operacion. Hay que analizar el caso gidgpueb®) = fanted 7).

Necesitamos asegurarnos dlie< 0, o sea, no nos cuesta nada mantener el invariante
valido. Mostramos que

Mdespuégu) = ,Uantes(u) (7.66)
es una suposicion que llega a una contradiccion con
Mdespuégu) + Mdespuégt) + ,Udespuégt/) > ,Uantes(u) + ,Uantes(t) + ,Uantes(t/)- (7-67)

Las ecuaciones 7.66 y 7.64 dan que

,uantes(t/) = Mdespuégu) = Mantes(u) (7.68)

lo que implica
,Uantes(u) = ,Uantes(t) = Mantes(t,) (7.69)
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porquet esta en el camino desdet’ antes de la operacion, por definicibniddEntonces

Ndespuééu) + Hdespuéét) + Mdespuégt,) >3 Mantes(t,) = 3Hdespuééu) (7.70)

y ademas
Mdespuéét) + Mdespuéét/) > Q,Udespuégu)‘ (7.71)
Por la estructura de la rotacion, tenemos

Ldespuebt) < Hdespuebtt) Y Hdespuebt’) < fidespuekts), (7.72)
gue en combinaciébn con ecuacion 7.71 da
[despuektt) = fdespuekt) = fidespuebt’)- (7.73)
Ahora, por ecuacion 7.64 llegamos a
Pantedt) = Hantedt) = Panedt’) = MdeSpuégu) = ﬂdespuégt) = ﬂdespuégu)' (7.74)

Seaq; el tamafio deR(u) antes de la operaciongg el tamafio deR(t') después de la
operacion. Por definicion detenemos

panedu) = |logqi]
Mdespuégt/) = |logg] (7.75)
Ndespuégu) = |log(q1 +¢q2+1)]

gue juntos con la condicion combinada de

Mantes(u) = Mdespuégu) = Mdespuégt,) (7.76)
llegamos a tener
llog g1 | = [log(q: + g2 +1)| = [logq1]. (7.77)
Siq; < ¢, esto significa que

llog(q1 + g2 +1)] > [log2q:| = [logq1| + 1 > |logqi], (7.78)

que es una contradiccion CPBned U) = [ldespuektt).

Habra que analizar el cage > ¢, igualmente — también llega a una contradiccion.
Entoncesjigespuebtt) = faned 1), por lo cuall’ < 0.

El tercer caso depl ay es una rotacion doble izquierda-derecha y omitimos sudleet

En resumen: al insertar un elemento el el arbol, hay querad®O (logn) pesos. Al
unir dos arboles, se asigna a la raiz nuéMaog n) pesos. Cada operacion puede gastar
O (log n) pesos en ejecutar las operaciones ay y el mantenimiento del invariante de
costo y las operaciones adicionales que se logra en ti€npg. Entonces, cada opera-
cibn tiene costo amortizad® (log n), por lo cual la complejidad amortizada de cualquier
sucesion den operaciones en un arbol biselada®ém log n).



136 CAPITULO 7. ANALISIS DE ALGORITMOS

7.4.3. Monficulos de Fibonacci

Para los monticulos de Fibonacci (de seccibn 6.4.2 atilizs el siguiente invariante de
costo: cada raiz tiene un peso y cada vértice marcadod@npesos. Los costos planea-
dos de insercion, decrementacion del valor de clase ydasimonticulos son un peso por
operacion, mientras la eliminacion del minimo tieneteqdaneado d€& (logn) pesos.
Demostramos que con estos costos uno puede realizar lescmpers mientras mante-
niendo el invariante de costo propuesto.

Al insertar una clave, lo Gnico que se hace es crear unau&hza con la clave nuevay un
peso. Esto toma tiempo constad¥ 1). Para disminuir el valor de una clave existente,
movemos el vértice con la clave a la lista de raices en tefhpl) junto con un peso.
Si el padre esta marcado, su movimiento a la lista de ra@iegsaga por el peso extra
que tiene el vértice marcado — también se le quita la mascgapperacion, por lo cual
no sufre el invariante. El otro peso el vértice padre llemasigo. Si hay que marcar el
abuelo, hay que afiadirle dos pesos al abuelo. El tiempleetotonstante) (1).

Para unir dos monticulos, solamente unimos las listas idesaPor la contraccion de
las listas que se realiza al eliminar el minimo, el costosta eperacion e® (1). Esta
operacion no causa ningn cambio en el invariante. Hayaquar en cuenta que estamos
pensando que las listas de raices estan implementadaslistes enlazadas, por lo cual
no hay que copiar nada, solamente actualizar unos punteros.

Para eliminar el minimo, la operacion en si toma tiendppl). Ademéas depositamos
un peso en cada hijo directo del vértice eliminado. Pararrecy contraer la lista de
raices, gastamos los pesos de las raices mismas. Degpastamos de nuevo un peso
en cada raiz. Sof (logn) raices, por lo cual la complejidad amortizada de la opéraci
esO (logn).

Hay que recordar que la manera de eliminar un elemento adesges por primero dismi-
nuir su valor a—oco y después quitando el minimo. Esto toma tierdpa ) + O (logn) €
O (logn). Con estos valores, completamos en cuadro 7.1 los costogedaaiones en
algunas estructuras de datos.
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Cuadro 7.1: Complejidad (asintotica o amortizada) de redguoperaciones basicas en
diferentes estructuras de datos: listas (L), arbolesnbakdos (A), monticulos (M),
monticulos binomiales (B) y monticulos de Fibonacci [l&s complejidades amortizadas
llevan un asterisco.

Operacion L A M B F
Insercion ©(n) | O(logn) | O(logn) | O(logn) | O(1)
Ubicar minimo | O (1) | O (1) O(1) O (logn) | O(1)
Eliminar minimo| O (1) | O (logn) | O (logn) | O (logn) | O (logn) *
Eliminacion O(1) | O(logn) | O(logn) | O(logn) | O (logn) *
Disminuir clave | © (n) | O (logn) | O (logn) | O (logn) | O (1) *
Unir dos O(n) | O(n) Q(n) O (logn) | O(1)
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Capitulo 8

Tecnicas de disio de algoritmos

La meta al disefar un algoritmo es encontrar una maneraretfca llegar a la solucion
deseada. En este capitulo presentamos algunas técoicases del disefio de algoritmos
gue aplican a muchos tipos de problemas. El disefio empggzaugcar un punto de vista
adecuado al problema: muchos problemas tienen transfarnesycomo las reducciones
del analisis de clases complejidad en la seccion 5.2) gureifen pensar en el problema
en términos de otro problema, mientras en optimizaciproblemas tiengoroblemas
dualesgue tienen la misma solucion pero pueden resultar mésgate resolver.

Muchos problemas se puede dividir en subproblemas talel@otucion del problema
entero estara compuesta por las soluciones de sus pamsspartes pueden ser solu-
cionados (completamente o relativamente) independiartiEamlLa composicion de tal
algoritmo puede ser iterativo (por ejemplo los algoritmetidea de barrede la seccion
8.1) orecursivo (por ejemplo los algoritmosdleidir y conquistarde la seccion 8.2). Hay
casos donde los mismos subproblemas ocurren varias vesesnpertante evitar tener
gue resolverlos varias veces; los algoritmos que logram@stntan comprogramacon
dinamica(de la seccion 8.4).

La idea de loslgoritmos de aumenta@nes la formacion de una solucion 6ptima por me-
joramiento de una solucion factible. En algunos casos ¢aracer cualquier aumento,
aunque no sea el mejor ni localmente, en vez de consideras tasl alternativas para po-
der después elegir vorazmente o con otra heuristica ueade En general, algoritmos
heuristicos pueden llegar al 6ptimo (global) en algurexsos, mientras en otros casos
terminan en una solucion factible que no es la 6ptima, perguna de las operaciones de
aumento utilizados logra mejorarla. Este tipo de solus®&iama urbptimo local

8.1. Algoritmos de Inea de barrer

Los algoritmos ddinea de barrer(inglés: sweep line o scan line) dividen el problema
en partes que se puede procesar en secuencia. Son partentiacomunes para los pro-
blemas de geometria computacional, donde se procesa®ggdmeétricos como puntos,

139
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AN

A

Figura 8.1: Una instancia del problema de interseccionesggmentos.

lineas, poligonos, etcétera. La instancia del problesté compuesta por la informacion
de laubicacbn de los objetos en un espacio definido.

Para el caso que es espacio sea un plano, se puede imaginaraglieea mueva en el
plano, cruzando la parte relevante del espacio donde seruloie objetos. El movimiento
de la linea sigue uno de los ejes u otra linea fija y la lirepasa en puntos relevan-
tes al problema. Los puntos de parada se guarda en un montiaunicializaciéon del
monticulo y su actualizacion son asuntos importante$ @isefio del algoritmo. También
se puede aprovechar de otras estructuras de datos awsxipareejemplo para guardar in-
formacion sobre cuales objetos estan actualmente kdplthea. Entre dos paradas de la
linea, los papeles relativos de los objetos pueden canpgier los factores esenciales de
la solucién del problema no deben cambiar de una paradaaSitel espacio tiene una
sola dimensibn, en vez de una linea basta con usar un fRent® dimensiones mayores
n, se “barre” con un hiperplano de dimension- 1.

Problema 8.21: Intersecciones de segmentos

Dado: n segmentos de lineas en plano de dos dimensiones
Pregunta: ¢ cuales son los puntos de interseccion entre todos ¢es se
mentos?

El algoritmo ingenuo procesa cada uno dendds — 1) = O (n?) pares de segmentos

s; € Sys; € Stalquei # j y computa su interseccion. En el peor caso, esto es el
comportamiento 6ptimo: si todos los segmentos se intensehabra que calcular todas
las intersecciones en cualquier caso y solamente imprantista de las instrucciones ya
toma® (n?) tiempo. Para un ejemplo, vea la figura 8.1.

Sin embargo, en una instancia promedia o tipica, el nUrmderpuntos de interseccion
k es mucho menor que(n — 1). El algoritmo mejor imaginable tuviera complejidad
asintéticaO (n + k), porque se necesita tiemgb(n) para leer la entrada y tiem@ (k)
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A

_

Figura 8.2: Los puntos de inicio y fin de la instancia de la ig8rl y la direccion de
procedimiento del algoritmo de linea de barrer.

para imprimir la salida. Aqui presentamos un algoritmoided de barrer que corre en
tiempoO ((n + k) logn).

Los puntos de parada seran todos los puntos donde empiezmiod un segmento y
ademas los puntos de interseccion. 8@untos de comienza, puntos finales y: inter-
secciones. La linea de barrer movera en perpendiculge al ® sea, en paralelo al eje
y. Se guardara los puntos de parada en un monticulo. Laaliaettiones necesarias del
monticulo tomara® (log n) tiempo cada una.

Entre dos puntos de parada, por definicion no hay ningumasixtcion, y ademas, el
subconjunto de segmentos cuales quedan “bajo” de la lmbarder, o sea, los segmentos
que intersectan con la linea de barrer mientras mueva denton ge parada al siguiente
no cambia Ademas, el orden de los puntos de interseccion en cowripara cualquier
de los dos ejes esta fijo.

Entonces, guardamos en un arbol binario balanceado |losesg#gs que quedan actual-
mente bajo de la linea de barrer. El arbol nos da acceserapdO (log ). Se insertaran
segln el orden de la coordenagddel punto de interseccion del segmento con la linea de
barrer y se actualizara el orden en las siguientes sitnesio

(1) cuando comienza un segmento, se inserta el segmento eyaelddecuado en el
arbol binario,

(1) cuando termina un segmento, se saca el segmento delyarbol,

(i) cuando se intersectan dos segmentos, el segmento quessiaiea arriba se cam-
bia por abajo y viceversa — en este Ultimo caso también pernme el punto de
interseccion encontrada a la salida.

Por el hecho que el orden esta segun la coordepadbhmomento de llegar a la inter-
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seccion de dos segmentgsy s;, necesariamente son “vecinos” en el arbol por lo menos
justo antes de llegar al punto de interseccion. Ser ve@u@e decir que son vértices
hoja del arbol que estan uno al lado del otro en el nivel.dajwonces, al haber actuali-
zado la estructura, lo Gnico que tenemos que hacer es aalaslpuntos de interseccion
de los vecinos actuales y afadirles en la cola de puntosrdelaaEl nUmero maximo
de puntos de parada nuevos encontrados al haber hecho ada pardos. El cuadro 8.1
muestra el agoritmo en pseudocodigo.

La construccion del monticulo al comienzo tofian) tiempo. En cada punto preproce-
sado se realiza una insercion o un retiro de un elemento d@ebwh binario balanceado.

Son en totakn de tales operaciones. Juntas necesilgm log n) tiempo. Se anade al

maximo dos elementos al monticulo por cada inserciomyadimo un elemento por ca-

daretiro hecho. Cada operacion neceSitdog n) tiempo y sor® (n) operaciones. Hasta

ahora todo necesita (n log n) tiempo.

En los puntos de interseccion se intercambian posicioagségmentos. Esto se puede
implementar con dos retiros seguidos por dos insercionésbal, de costd) (logn)
cada uno. Ademas se inserta al maximo dos puntos al numtide costa? (logn) por
insercion. En total sot intersecciones, por lo cual se necesiték logn) tiempo. El
tiempo total es entonces

O (nlogn) + O (klogn) = O ((n+ k)logn). (8.1)

8.2. Dividir y conquistar

El métododividir y conquistardivide un problema grande en varios subproblemas tal
gue cada subproblema tiene la misma pregunta que el proloegiaal, solamente con
una instancia de entrada mas simple. Después se solucidos los subproblemas de
una manera recursiva. Las soluciones a los subproblen@as@snbinadas a formar una
solucion del problema entero. Para las instancias delftammnimo, es decir, las que ya
no se divide recursivamente, se utiliza algn proceditoiele solucion simple. La idea
es que el tamafio minimo sea constante y su solucion lemeall tamafio por lo cual la
solucion de tal instancia también es posible en tiempateoe desde el punto de vista
del método de solucion del problema entero.

Para que sea eficiente el método para el problema enternaadke tener un algoritmo de
tiempo constante para las instancias pequefias basdagyertante que el costo compu-
tacional de dividir un problema a subproblemas sea bajo pitmue la computacion

de juntar las soluciones de los subproblemas sea eficiestadilisiones a subproblemas
genera un arbol abstracto, la altura de cual determinareend de niveles de division.

Para lograr un arbol abstracto balanceado, normalmemtesesble dividir un problema

a subproblemas de mas o menos el mismo tamafio en vez di diuvidos muy grandes

y otros muy pequefios. Un buen ejemplo del método dividanquistar es ordenamiento
por fusion que tiene complejidad asintot@dn logn).
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Cuadro 8.1: Un algoritmo de linea de barrer para encordsgplintos de interseccion de
un conjuntaS den segmentos eR?.

M := un monticulo vacio
paratodos; € S,
si = ((z1,11), (22,92)) tal quez; < x5
insertar enV/ el dato[(z1,v1), C, i, —|
insertar enV/ el dato[(zs, y2), F, i, —|
B := un arbol binario balanceado vacio
mientras)M no esta vacio
(z,y) := el elemento minimo dé/
remuevex,y) de M
Si (x,y) es de tipa” como “comienzo”
insertars; a B ordenado segun la clave
si el vecino izquiero de; en B esta definido y es,
computar la intersecciofx’, y') des; y s,
siz/ >
insertar en\/ el dato[(z', ), I, ¢, 1]
si el vecino derecho de en B esta definido y es,
computar la intersecciofx”, y”) des; y s,
siz" >«
insertar en\/ el dato[(z",y"), I,1,r]
si (z,y) es de tipaF' como “final”
s¢ := el segmento a la izquierda deen B
s, := el segmento a la derecha geen B
remueves; de B
si estan definidos ambasy s,,
computar la intersecciofy’, v') des, y s,
siz’ >
insertar enV/ el dato[(«’, /), I, ¢, r]
si (z,y) es de tipo “interseccion”
i := el primer indice definido en el dato
j := el segundo indice definido en el dato
intercambia las posiciones dgy s; enB
si el nuevo vecino izquiero dg en B esta definido y est&
computar la intersecciof’, y') des; y s,
siz/ >
insertar enV/ el dato[(', /), I, j, ¢
si el nuevo vecino derecho deen B esta definido y esta.
computar la intersecciofx”, y”) des; y s,
siz’ >
insertar enV/ el dato[(z",y"), I,1,r]
imprimir (z, y)
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Figura 8.3: Una instancia del problema de cubierta convexandconjunto de puntos en
el plano.

8.2.1. Cubierta convexa

Como otro ejemplo del método dividir y conquistar, veranhe computacion de lau-
bierta convexale un conjunto de puntos @&f¥. La cubierta convexa es tagion convexa
minima que contiene todos los puntos del conjunto. Unanegé convexa si todos los
puntos de un segmento de linea que conecta dos puntogllen la region, también
estan incluidos en la misma region. Una instancia de d@sgpmuestra en la figura 8.3.

La idea del algoritmo es dividir iterativamente el conjud&puntos en dos subconjuntos
de aproximadamente el mismo tamafio, calcular la cubiertzada parte y después jun-
tar las soluciones de los subproblemas iterativamente @uhiarta convexa de todo el
conjunto. Es bastante simple dividir el conjunto en dosgsasles que uno esté completa-
mente a la izquierda del otro por ordenarlos segin su coad#e (en tiempaO (n logn)
paran puntos).

La cubierta de un sbélo punto es el punto mismo. Para juntacdbiertas, el caso donde
una esta completamente a la izquierda de la otra es fastalton buscar dos segmen-
tos de “puente” que tocan en cada cubierta pero no cortemangyer figura 8.4). Tales
puentes se encuentra por examinar en orden los puntos deslasibiertas, asegurando
que la linea infinita definida por el segmento entre los dogqsuelegidos no corta nin-
guna de las dos cubiertas. También hay que asegurar quaslasientes no corten uno al
otro.

Un orden posible para evaluar pares de puntos como canslidatpuentes es empezar
del par donde uno de los puntos maximiza la coordinesl@aotro maximiza (o0 minimiza)
la coordinadar. Hay que diseflar como avanzar en elegir nuevos parezamiilo alguna
heuristica que observa cuéles de las dos cubiertas asti@das por el candidato actual.
Lo importante es que cada punto esta visitado por maxinaovea al buscar uno de los
dos puentes.
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Figura 8.4: Dos “puentes” (en rojo) que juntan las solucsode dos subproblemas de
cubierta convexa a la solucion del problema completo.

La complejidad de tal algoritmo se caracteriza por la sigi@iecuacion:

O (1), sin =1,

S(n) = { 25(2) +O(n), enotrocaso (8.2)

y su solucion e® (nlogn).

Multiplicaci 6n de matrices

Otro ejemplo del método de dividir y conquistar ealgloritmo de Strassepara multipli-
car dos matrices. Seah= (a;;) y B = (b;;) matrices de dimensiom x n. El algoritmo
ingenuo para su multiplicacion esta basada en la forrilita= C' = (¢;;) donde

Cij = Zaikbkj. (83)
k=1

La computacion de cada; toma tiempoOn (n multiplicaciones yn — 1 sumaciones)
y son exactamente? elementos, por lo cual la complejidad asintotica del afgar in-
genuo e (n?). El otro algoritmo tiene la siguiente idea; sea= k* para algin entero
positivok. Sik = 1, utilizamos el método ingenuo. En otro caso, divimos lagices de
entrada en cuatro partes:

Ap ‘ A B ‘ B )
8.4
<A21‘A22) <821‘822 84)

tal que cada parte tiene dimensipix 3. Para estas partes, calculamos sus multiplicacio-
nes

All : B117 A12 ' B217 All ' 3127 A12 : B227

8.5
A21 : Blla A22 ' B217 A21 ' B127 A22 : B22 ( )
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y sumamos para obtener partes de la métriz

Cyn = Ay -Byy + A By
Cia = Ay1-Bia + Aip- By (8.6)
Cy = Ao -Byy + Ay By '
Cop = A9 -Big + Ay - DBy
tal que
Chi | Cho )
C= 8.7
( Cor | O 8.7)

gue es exactamente ef produdiB.

Para analizar el algoritmo, marcamos eoel nUmero de multiplicaciones hechas y con
b el nUmero de sumaciones. La complejidad de tiempo total es

a+b, Ssik=1

Tn) < { aT'(3)+b(%)? parak > 1. (8.8)

La solucionamos por abrirla:

T(2) = a+b

2
A\ 2 2
T@®) = a*+a’b+ab (5) +5b (2)

4 2
2T (4) = a2+ab+b<—)

1=0
' =1 22Z72z
= b i
a + Z 1 a
=0
920 L\
Vi
- R
a + 1 1
1=0
?
92¢ 2) -1
Vi 4
= a +b—
4 44
4
——
>1,sia>4
< a'+ ba'
= O(ag)

= 0 (alogn> =0 (210ga-logn> =0 (nloga> )

En el algoritmo anterior tenemas= 8, por lo cualT'(n) = O (n?*) y no hay ahorro ase-
gurado. El truco del algoritmo de Strassen es lograr a tereT y asi lograr complejidad
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asintotical (n'*s") ~ O (n*®!):

S1 = (Ap— Ag) - (Ba + Ba)

Sy = (A1 + Ag) - (Bi1 + Ba)

Sy = (A1 — Ag) - (B + Bra)
(

Sy = (A + Am) - By
S5 = Au- (B2 — B)
Sg = Ay - (Bar — Bi1)
Sy = (Ao + Agp) - Bu

tal que
Cii = S1+52— 5S4+ 56
Cio = S4+Ss
Cy = S+ 57

Cyp = 83— S3+S5— 957,

8.3. Podar-buscar

El métodopodar-buscaringlés: prune and search) es parecido a dividir-conguison

la diferencia que después de dividir, el algoritmo ign@atra mitad por saber que la
solucion completa se encuentra por solamente procesagmlparte. Una consecuencia
buena es que tampoco hay que unir soluciones de subproblemas

Como un ejemplo, analizamos la blusqueda entotaves de la clave en posiciGren
orden decreciente de los datos. Para 3, lo que se busca es gledianadel conjunto.

Un algoritmo ingenuo cuadratico seria buscar el mininetiminarloi veces, llegando a
la complejidad asintotic®(i - n). Por aplicar un algoritmo de ordenacion de un arreglo,
llegamos a la complejidad asintoti€an log n).

Un método podar-buscar parecido al ordenacion rapadglh complejidad mejor: elegi-
mos un elemento pivotey divimos los elementos en dos conjuntdsdonde las claves
son menores ay B donde son mayores o iguales. Continuamos de una maneraivecur
solamente con uno de los dos conjuntby B: lo que contiene al element@simo en
orden decreciente. Para saber donde continuar, solamantgue comprai con |A| y
|Bl.

El truco en este algoritmo es en la eleccion del elementot@iasi que la division sea
buena: queremos asegurar que exista un consj&atque% < g < 1 tal que el conjunto
mayor deA y B contieneng elementos. Asi podriamos llegar a la complejidad

T(n) = T(qn)+ O(n)

[ee]
. cn
< >
=0

l—gq
= O(n).




148 CAPITULO 8. TECNICAS DE DISBNO DE ALGORITMOS

El método de eleccion del pivote puede ser por ejemplayeiasite:

=

. Divide los elementos en grupos de cinco (0 menos en etdiigrupo).
Denota el nimero de grupos por= [¢].
Ordena en tiemp® (5) € O (1) cada grupo.

Elige la mediana de cada grupo.

a & W DN

Entre las: medianas, elige su mediapaitilizando este mismo algoritmo recursi-
vamente.

6. El elementq sera el pivote.

De esta manera podemos asegurar que por lo mghosnedianas son mayorespay
para cada mediana mayop &ay dos elementos mayores mas en su grupo, por lo cual el
numero maximo de elementos menoressan

SL%j < zn paran > 20. (8.9)

También sabemos que el nUmero de elementos mayogres aor méximoj;n paran >
20, por lo cual aplica que

n 3n

1 <p> v paran > 20. (8.10)
El pseudocodigo del algoritmo esta en el cuadro 8.2.

Para analizar la complejidad asintotif&n) del algoritmo desarrollado, hacemos las si-
guientes observaciones sobre el cuadro 8.2:

M| = 5] (8.11)

por Io_ cual la llamada recursivai vot e(('QMLM) toma tiempdZ'([£]) por maximo.
También sabemos que
3
mix{|4],|BJ} < T, (8.12)
por lo cual la llamada recursiva del Gltimo paso toma al imaxiempoT(?jT”). Entonces,
para algn constantetenemos que

c, sin < 20
Tn) = { T(2 +T() +en, sin> 20, (8.13)

Con induccion llegamos bastante faciimenté(a) < 20cn.
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Cuadro 8.2: Un algoritmo para elegir un pivote que divideamgnto tal que ninguna de
las dos partes es tiene menos que una cuarta parte de losigleme

procedure pivote¢ € Z, D C R)
if |D| < 20
ordenar);
return D[i]
else
Dividir D en[|D| /5] grupos de cinco elementos
Ordena cada grupo de cinco elementos;
M := las medianes de los grupos de cinco;
p < pivote([| M| /2], M);
Dividir Da Ay B tal que
a€ Asia < p;
be Bsib>p;
if |A| > i return pivote(i, A)
else return pivote(i — |A|,|B|)

8.4. Programacbn dinamica

En programacén diramica uno empieza a construir la solucion desde las solucioaes d
los subproblemas mas pequefos, guardando las soluapneg® forma sistematica para
construir soluciones a problemas mayores. Tipicamestasdiuciones parciales estan
guardadas en un arreglo para evitar a tener que solucionsuhprobelma igual mas
tarde el la ejecucion del algoritmo. Su utilidad esta esbf@mas donde la solucion del
problema completo contiene las soluciones de los subprade— una situacion que
ocurre en algunos problemas algtimizacon.

Un ejemplo basico es el computo de los coeficientes bio@sncon ecuacion 1.9 (en
pagina 2). Si uno lo aplica de la manera dividir y conqujsgtainecesario volver a calcular
varias veces algunos coeficientes pequefios, llegandmanlplejidad asintotica

o(()-0(2)

aunque guardando las soluciones parciales (0 sea, cadeietefiya calculado), llega-
mos a la complejidad (nk) (de tiempo — la de espacio crece). El arreglo del algoritmo
de programacion dinamica para los coeficientes binbsmiesulta ser dfiangulo de Pas-
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cal:
k

. 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1

111

29 1 2 1

3 1.3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 15 10 10 5 1 (8.15)

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 3 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

R
]

8.4.1. Triangulacibn 6ptima de un poligono convexo
Nuestra segundo ejemplo de programacion dinamica egueesite problema:

Problema 8.22: Polgono convexo

Dado: Un poligono convexo de lados en formato de la lista de los
n + 1 puntos finales de sus lados en la direccion del relo;.

Pregunta: ¢ Cual division del poligono a triangulos da la sumaima
de los largos de los lados de los triangulos?

Si el nUumero de los puntos est 1, cada uno de los lados del poligono tiene opciones
de asignacion a triangulos, incluyendo un trianguloethegado que consiste en el lado
soblo (ver figura 8.6). Alguno de estos triangulos necasaente pertenece a la triangu-
lacion 6ptima. El resto de la tarea es triangular el arkes @reas que quedan afuera del
triangulo elegida.

Entonces, uno podria resolver el problema por examina tehgulacion de cada lado,
empezando del lado entre el primero y el segundo punto, yne@rtdo recursivamente
para los otros lados del poligono. Definimos como el “predecada triangulo degene-
rado cero y suponemos que estamos triangulizando el paligarcial definido por los
puntosi — 1,4,...,7 — 1, j. El precio de la triangulacion 6ptima es

o 0, Sii=j
Tl gl = { min {T[i, k] + Tk +1,j] + w(i — 1,k j)}, i #] (8.16)

i<k<j—1

dondew(i — 1, k, j) es el costo del triangulo definido por los tres purntesl, ky j.
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»

Figura 8.5: Una instancia de triangulacion de un poligomavexo con una solucién fac-
tible (aunque su optimalidad depende de cual funciontivbjesta utilizada — la de la
formulacion presentada u otra. Los puntos estan dibsjedmo circulos negros, mientras
el poligono esta dibujado en linea negra y los triangelo colores variados.

Lo primero del algoritmo es guardar en la tabla dellgs j| el valor cero para todd|, i,

i =1,...,n. Latabla se completa diagonal por diagonal hasta llegdeaiento?’[1, n|
gue sera el costo de la triangulacion optima de todo éypob. Habra que recordar cuales
w(i — 1, k, j) fueron utilizados para saber de cuéles triangulos ctnkigriangulacion.
El tiempo de computo por elemento de la tabl®és) y son©(n?) elementos en total,
por lo cual el algoritmo corre en tiemyd(n?).
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Figura 8.6: Las opciones detriangulos los cuales puede pertenecer un lado del padigo
en una triangulacion 6ptima.



Capitulo 9

Optimizacion combinatoria

En optimizacbn combinatoriala manera ingenua de solucionar problemas es hacer una
lista completa de todas las soluciones factibles y evalm#uricion objetivo para cada
una, eligiendo al final la solucion cual dio el mejor valoa tomplejidad de ese tipo de
solucion es por lo mendg (| F'|) dondeF es el conjunto de soluciones factibles. Desafor-
tunadamente el nUmero de soluciones factibles suele gercamos? (2"), por lo cual

el algoritmo ingenuo tiene complejidad asintbtica expand. Si uno tiene un método
eficiente para generar en una manera ordenada soluciotibiefayg rapidamente decidir

si 0 no procesarlos (en el sentido de podar-buscar), nopassibiie utilizar un algoritmo
exponencial.

Otra opcibn es buscar por soluciorsggoximadaso sea, soluciones cerca de ser opti-
ma sin necesariamente serlo (ver capitulo 10). Una mareeggpibximacion es utilizar
métodos helsticos donde uno aplica una regla simple para elegir candidatasnd
siempre elije el candidatos que desde el punto de vista dieaei@n local se ve el mejor,
la heuristica esoraz(también se dicglotong).

Muchos problemas de optimizacion combinatoria considéenna parte de construccion
de cualquier solucion factible, que tiene la misma conmdej que el problema de deci-
sion de laexistenciade una solucion factible. No es posible que sea mas falcit®nar
el problema de optimizacion que el problema de decisiamehesta basado.

Formalmente, para mostrar que un problema de optimizasdaificil, lo transformamos
en un problema de decision y demostramos que el problemedadisi@h eNP-completo
(o maas dificil). El forma “normal” de la transformaciés la siguiente (para problemas
de minimizacion — la extension a problemas de maximaaes facil):

Problema 9.23:0pT DEC

Dado: Una instancia: de un problema de optimizacién y un costo
C.
Pregunta: ¢ Existe una solucidhe S, con costo menor o igual &

153



154 CAPITULO 9. OPTIMIZACION COMBINATORIA

En un sentido, si el problema de decisiomNgscompleto, el problema de optimizacion es
NP-duro, porque si tenemos un algoritmo para el problema deatcion, podemos con
uan reduccioén trivial decidir el problema de decisionpyno problemas de optimizacion
por definicion no pertenecenNP (NP siendo una clase de problemas de decision), en
vez de seNP-completos, soiNP-duros.

De los libros de texto sobre optimizacion combinatoriaecatencionar el libro de Papa-
dimitriou y Steiglitz [16].

9.1. Arbol cubriente minimo

Estudiamos algunos algoritmos de encontrar un arbol entgiminimo en grafos pon-
derados no dirigidos. Para construir un arbol cubrientdquuera — o sea, una solucion
factible — podemos empezar de cualquier vértice, elegirarista, y continuar al vecino
indicado, asegurando al afadir aristas que nunca regossanm vértice ya visitado con
anterioridad. En este problema, logramos a encontrarl&i$ol optima con una heuristi-
ca voraz: siempre elige la arista con menor peso para a@adi arbol que esta bajo
construccion.

En elalgoritmo de Prim , empezamos por incluir en el arbol la arista de peso minimo
y marcando los puntos finales de esta arista. En cada padmeserre los vecinos de
los vértices marcados el vértice que se puede afadirlaoereor peso entre los candi-
datos. En una implementacion simple, se guarda el “costcéfehdir un vértice en un
arreglo auxiliarc[v] y asignamos:|v] = oo para los que no son vecinos de vértices ya
marcados. Para saber cuales vértices fueron visitadnecssita una estructura de datos.
Con monticulos normales se obtiene complejidadiden logn) y con monticulos de
Fibonacci complejidad d@& (m + nlogn).

Otra posibilidad es empezar a afiadir aristas, de la mesaslp@ la méas pesada, cuidando
a no formar ciclos por marcar vértices al haberlos tocadoww arista. El algoritmo
termina cuando todos los vértices estan en el mismo gwbolo cual una estructura tipo
unir-encontrar resulta muy til. Este método se conooecelalgoritmo de Kruskay su
complejidad e®) (mlogm) + O (m - (unir-encontrap) = O (mlogm) = O (mlogn).

9.2. Ramificar-acotar

En los algoritmos de optimizacibn combinatoria que evalpeopiedades de varios y
posiblemente todos los candidatos de solucion, es essabiar “guiar” la busqueda de
la solucion y evitar evaluar “candidatos malos”. Un ejeongh ese tipo de técnica es el
métodopodar-buscalde la seccion 8.3). Algoritmos que avancen siempre emelidato
localmentebptimo se llamanvoraces (por ejemplo los algoritmos de construccion de
arboles cubriente de peso minimo de la seccion 9.1).

Un método de este tipo es el algoritmo “vuelta atras” @sgbacktracking). Su idea es
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aumentar una solucion parcial utilizando candidatos deesuio. En cuanto una solucion
esta encontrada, el algoritmo vuelve a examinar un ramaigeato donde no todos los
candidatos han sido examinados todavia. Cuando unoautibtaspara decidir cuales

ramos dejar sin explorar, la técnica se llaraaificar-acotar(inglés: branch and bound).

Es recomendable utilizar métodos tipo ramificar-acotimsente en casos donde uno no
conoce un algoritmo eficiente y no basta con una solucibaxapada. Los ramos de
la computacion consisten de soluciones factibles deigtla subrutina para encontrar
una cota (superior para maximizacion y inferior para minauion) deberia ser rapida.
Normalmente el recorrido del arbol de soluciones factitdle hace en profundidad —
cada hoja del arbol corresponde a una solucion factibkntnas los vértices internos son
las operaciones de aumento que construyen las solucioctddda. El algoritmo tiene
gue recordar el mejor resultado visto para poder eliminaosaque por el valor de su
cota no pueden contener soluciones mejores a la ya conocida.

9.2.1. Problema de viajante

En la version de optimizacion del problema de viajanterjT uno busca por el ciclo
de menor costo/peso en un grafo ponderado. En el caso ggmeataimos pensar que el
grafo sea no dirigido y completo. Utilizamos un método tipmificar-acotar para buscar
la solucion optima. El arbol de soluciones consiste aricifepara cada uno de 1o3)
aristas del grafo si 0 no esta incluida en el ciclo. Parargbl(R) de cualquier rutak
aplica que

n

1
L(R) = B} Z; (L(vi-1,vi) + L(vi, vit1)) , (9.1)
donde los vértices de la ruta han sido numerados segUrdsa de visita en la ruta tal
que el primer vértice tiene dos nUimerQsy/ v, Yy el Gltimo se conoce comm, y v, para
dar continuidad a la ecuacion. Ademas sabemos que pdgu@rautal el costo de la
arista incidente a cada vértice es por lo menos el costoatéska mas barata incidente a

ese vertice, por lo cual para la ruta mas cdtfa, aplica que
L(Rmim ) > % Z suma de los largos de las dos aristas mas baratas incidentes (9.2)
veV
Suponemos que el orden de procesamiento de las aristas.eslfpoocesar la arista
{v,w}, el paso “ramificar” es el siguiente:

1. Si alexcluir {v, w} resultaria que uno de los vértice® w tenga menos que dos
aristas incidentes para la ruta, ignoramos el ramo de ebeclui

2. Sialincluir {v, w} resultaria que uno de los vértices w tenga mas que dos aristas
incidentes para la ruta, ignoramos el ramo de inclusion.

3. Sialincluir {v,w} se generaria un ciclo en la ruta actua sin haber incluidastod
los vértices todavia, ignoramos el ramo de inclusion.



156 CAPITULO 9. OPTIMIZACION COMBINATORIA

Después de haber eliminado o incluido aristas asi, ctanms un nuevo valor dB,,,
para las elecciones hechas y lo utilizamos como la cotaianfé3i ya conocemos una
solucion mejor a la cota asi obtenida para el ramo, ignosaghramo.

Al cerrar un ramo, regresamos por el arbol (de la manes) Bl nivel anterior que todavia
tiene ramos sin considerar. Cuando ya no queda ningunaaitaho termina.



Capitulo 10

Algoritmos de aproximacion

En situaciones donde todos los algoritmos conocidos sdodewvale la pena considerar
la posilibidad de usar una soluci@proximada o sea, una soluciobn que tiene un valor
de la funcién objetivacercadel valor 6ptimo, pero no necesariamente el 6ptimo mismo.
Depende del area de aplicacion si o no se puede hacerfestotemente. En muchos
casos es posible llegar a una solucion aproximada mugaapnte mientras encontrar
la solucién 6ptima puede ser imposiblemente lento. Uarélgo de aproximacion puede
ser determinista 0 no determinista — en segundo caso sardat el el capitulo 11. Si

el algoritmo de aproximacion no es determinista y ejecutg mpidamente, es comin
ejecutarlo varias veces y elegir el mejor de las soluciopesxanadas asi producidas.

Un algoritmo de aproximacion bien diseflado cuenta connafisas formal que muestra
que la diferencia entre su solucion y la solucion optireale un factor constante. Este
factor constante se llamaflctor de aproximadny es menor a uno para problemas de
maximizacion y mayor a uno para problemas de minimizadapende de la aplicacion
gué tan cerca deberia ser la solucion aproximada a laiéaldptima. El valor extremo
de ese factor sobre el conjunto de todas las instanciasagkepna (el minimo para pro-
blemas de maximizacion y el maximo para los de minimacse llama ldasao indice

de aproximaddn (inglés: approximation ratio). Un algoritmo de aproxinderctienetasa
constantesi el valor de la solucion encontrada es por maximo unipiéltonstante del
valor 6ptimo.

También habra que mostrar formalmente que el algoritmagpdeximacion tiene comple-
jidad polinomial (o polinomial con alta probabilidad en ako no determinista). Si existe
un método sistematico para aproximar la solucion a fastarbitrarios, ese método se
[lama unaesquema de aproximdxui (de tiempo polinomialfinglés: (polynomial-time)
approximation scheme). En el caso de tiempo polinomial iigauta abreviacion PAS.

Un libro de texto recomendable sobre algoritmos de aprosinees lo de Vazirani [17].
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10.1. Ejemplos

En problema de la mochild¢inglés: knapsack) es un problema clasico de optimixaci”
combinatoria:

Problema 10.24: Knapsack

Dado: una lista de/V diferentesarticulosy; € ® donde cada ob-
jecto tiene unaittilidad v(;) y unpesoy(y;) y unamochila
gue soporta peso hasta un cierto limiite

Pregunta. ¢como elegir un conjunto de articulds C & con la res-

triccion
> h(p)
peM
tal que
max { > V(@)} ,
peM

0 sea, lautilidad totales maxima?

Para solucionar este problema atravéspdegramacon enteraasignamos para cada
articulop; una variable binaria; tal que

|1, si peM,
‘”i_{ 0, si pd M. (10.1)

La funcion objetivo es la suma de utilidades y su coeficieste y;):
N
f(x) = méax {Z v(p;) - a:,} : (10.2)
=1

Una restriccion limita la suma de pesos tal gue= Uy axy1; = ¥(p;)):

N
Z AN+1,i ° Ty (10-3)
i=1

En una version generalizada del problema de la mochil@ntes una cierta cantidad
¢; del articuloy; disponible. Entonces las variables ya no son binaria, smeras en
general, y aplican restricciones para cada variablgue representa la inclusion de un
cierto tipo de articulo ef/:
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La funcibn objetivo y la restriccion de peso total se folaigual como en el caso de 0-1
del problema original. Una versibn aun mas general netignite superior:

En elproblema de empaquetear a caj@sglés: bin packing) tenemos un conjunto finito
de objetosP = {¢1,¢2...,pn}, cada uno con utaméio definidot(yp;) € R. Los
objetos habra que empaquetear en cajas de tamafiotijloque

T > max{t(p:) | ¢; € P} (10.6)

y queremos encontrar un orden de empaquetear que minimmzaero de cajas utiliza-
das. Este problema &#>-completo.

Un algoritmo de aproximacion simple y rapido empieza pdeaar las cajas en una fila.
Procesamos los objetos en orden. Primero intentamos pbolejeeto actualmente pro-
cesado en la primera caja de la fila. Si cabe, lo ponemosyalino, intentamos en la
siguiente caja. Iterando asi obtenemos alguna asigndei®bjetos a cajas. Denotamos
conOPT(®) el nimero de cajas que contienen por lo menos un objeto esigazeion
optima. Se puede mostrar que el algoritmo de aproximasidple utiliza al maximo
}—g OPT(®) + 2 cajas. Esto significa que nunca alejamos a mas de 70 poo dena
solucion 6ptima. Podemos mejorar aun por ordenar lostobjal que intentamos prime-
ro el mas grande y después el segundo mas grande, en soa&gpuede mostrar que
llegamos a utilizar al maximg: OPT(®) + 4 cajas, que nos da una distancia maxima de
unos 22 por ciento del 6ptimo.

Si tomamos una version del problema del viajante donde égspun grafo completo
ponderado sodistanciasentre los vérticeg(v, w) que cumplen con ldesigualdad de
triangulo

d(v,u) < d(v,w) + d(w, u), (10.7)

gue también es un problenNP-completo. El algoritmo siguiente encuentra en tiempo
polinomial una solucién aproximada, o sea, imprime ura lie vértices que define un
orden de visitas que efectivamente fija la rizta

1. Construye un arbol cubriente minimo en tiendpom logn).
2. Elige un vértice de inicio cualquieta

3. Recorre el arbol con s en tiempoO (m + n) e imprime cada vértice a la primera
visita (o0 sea, en preorden).

4. Imprimewv en tiempoO (1).

El DFsrecorre cada arista del arbol dos veces; podemos penshremoeido como una
ruta largaR’ que visita cada vértice por lo menos una vez, pero varidiggé mas de una
vez. Por “cortar” de la ruta larg&’ cualquier visita a un vértice que ya ha sido visitado,
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logramos el efecto de imprimir los vértices en preorder.|Rdesigualdad de triangulo,
sabemos que la rut@ no puede ser mas cara que la ruta laRjaE| costo total d&?’ es
dos veces el costo del arbol cubriente minimo.

Para lograr a comparar el resultado con el 6ptimo, hay qakzanel 6ptimo en téerminos
de arboles cubrientes: si eliminamos cualquier aristadeth 6ptimalkopr, Obtenemos
un arbol cubriente. El peso de este arbol es por lo menossehonque el peso de un
arbol cubriente minim@'. Entonces, si marcamos el costo de la liteonc(R), hemos
mostrado que necesariamente

¢(R) < ¢(R') =2C < 2¢(Ropr)- (10.8)

10.2. Bisqueda local

Cuando hemos obtenido una solucion heuristica y aprajangz2 manera cualquiera a
un problema de optimizacion, podemos intentar mejorantdpsqueda locationde uno
aplica operaciones pequefas y rapidamente realizadas@asar cambios pequefios en
la solucion asi que la solucibn mantiene factible y puseteque mejora. Libros buenos
de blUsqueda local incluyen el libro de de Aarts y Lenstrg [@l]libro de Hoos y Stitzle
[9]. Las tres variaciones tipicas para guiar una busqleedd son

1. blsqueda voraz (inglés: greedy local search; hifitoing),
2. blUsqueda tabu (inglés: tabu search), y

3. recocido simulado (inglés: simulated annealing).

10.2.1. Definiciones asicas

En esta seccion, resumimos las definiciones utilizadad Bbre de texto editado por
Aarts y Lenstra [1]. Urproblemacombinatorial se define por un conjunto especifico de
instanciasque son objetos combinatoriales y de la tareand@mizaro maximizar

Una instanciale un problema combinatorial es un p&, f) dondeS es un conjunto de
solucionedactiblesy f : S — R es una funcion objetivo. Sin pérdida de generalidad,
consideramos solamente problemas de minimizacion, yaigaguede convertir cual-
quier problema de maximizacion a una problema de mininbzggor minimizar— f en
vez de maximizayf.

La tarea relacionada a la instancia del problema es encamteasoluciorglobalmente
optima:* € Stal quef(i* < f(:) paratoda € S. Denotamos pof* = f(i*) el costo
de la solucion 6ptima y pas* el conjunto de soluciones globalmente optimas.

Tipicamente, uno cuenta con una representacion comgelotanjunto de las soluciones
factibles y un algoritmo polinomial para verificarist S y (posiblemente otro algoritmo
polinomial) para calcular el valof(:) para cualquief € S.
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Una funcién devecindarioes un maped' : S — 25 que define para cadac S un
conjunto devecinosl” (i) C S tal que los vecinos de una solucifson en algin sentido
“cercanos” a.

Una blsqueda local voraz empieza con una solucion irackatraria y mueve iterativa-
mente siempre al vecino con menor costo hasta que ya no &tiserino. Cada solucion
gue no tiene ningln vecino con menor costo eépiimo local Se dice que la funciéh
esexactapara(S, f) si el conjunto de soluciones localmente 6ptimas es iguad@unto
de soluciones globalmente 6ptimas. Por ejemplo, el vaciadiel algoritmo Simplex es
exacto y Simplex es una busqueda local voraz.

Una opcibn que evita tener que evaluar el costo de todosdoisas en cada paso es
agarrar el primer vecino que ofrece una mejora. Igualmesnteo existe tal vecino, la
solucion actual es una 6ptimo local.

Vecindarios tipicos estan construidos por intercaméi@amentos de las instancias com-
binatoriales (por ejemplo la presencia y ausencia de unegleno las posiciones de dos
elementos).

10.2.2. Ejemplo: 2-opt

En esta seccion veremos un ejemplo de las operaciones déaacidn: lala eleccbn

de paresabreviada comunmente coreopt aplicada en el problema del viajante en un
grafo ponderado no dirigide" = (V, E); denotamos el costo de una arigtaw} por
c(v,w) > 0. Elegimos (al azar) dos aristas de la ritasean{s, ¢} y {u,v}. Marcamos

el segmento de la ruta entrg « por A y el otro segmento entrey s por B tal que

A = [tryry. .. rgul
B = [vwjws. .. ws] (10.9)
R = [triry...ryuvwiws ... wyst]

Si el grafoGG tambéncontiene las aristafy, t} y {s, u}, evaluamos si
c(s,t) + c(u,v) > c(s,u) + c(v, t). (10.10)

En el caso que esto es verdad, podemos llegar a un costo ttak mor reemplazar las
aristas originalegs,t} y {u,v} en la rutaR por las aristas mas baratés, t} y {s,u},
creando una ruta nuevé con costo total menor tal que

R' = [triry ... rpuswowp_y . . . wowyvt]. (10.11)

La figura 10.1 ilustra el intercambio realizado.

10.2.3. Complejidad de isqueda local

Consideramos ahora el problema siguiente:
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Figura 10.1: Una modificacion 2-opt para el problema dejawige: la ruta originalR
esta marcada por las flechas azules y la ruta mas econdinica las flechas verdes; las
aristas eliminadas estan en gris y las afladidas en legra descontinua. Los cuatro ver-
tices que son puntos finales de las aristas involucradas d#itjados en mayor tamafio
gue los otros vértices.

Problema 10.25:LocAL OPT

Dado: Una instancidS, f) y una solucion factible € S.
Pregunta. ¢ Esi localmente 6ptima (por contraejemplo)?

Entonces, si no es localmente 6ptima, habra que presentar un vecinm Gy menor
costo como un contraejemplo. La cldBkS fue diseiiado para capturar la complejidad
de blsqueda local. Un problema de blsqueda locpertenece #LS si existen tres
algoritmos de tiempo polinomial;, B, y C}, tales que.

(1) Dada una palabra del lenguaje{0,1}*, A; determina sic es una representacion
binaria de una instanci&,, f.) de L, y si lo es, produce alguna solucion factible
ip € Sy

(n) Dada una instancia (en su representacion binaria) y ifen representacion bina-
ria), el algoritmoB;, determina si € S,, y si lo es, calcula el costf, (7).

(n1) Dadaunainstancia= (S,, f., ')y unasolucion, el algoritmoC', determina si
es un optimo local, y siolo es, produce un vecinios I', con costo (estrictamente)
mejor al costo de.

Podemos definir versiones de busqueda de las cRagasP. La claseNPg consiste de
relacionesk C {0,1}" x {0,1}" tal que para una relacitm,

1. si(z,y) € R, ly| = O(() g(|z|) dondeg es un polinomio (polinomialmentota-
da), y
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2. existe un algoritmo polinomial que determina si un dado(pay) pertenece &
(polinomialmentaeconocida.

Si ademas existe un algoritmo polinomial quecidea R (o sea, dada, produce un
(x,y) € R sital par existe y reporta “no” en otro caso), la relaciortgreece a la clase
Ps. Aplica quePs = NPy siy solo siP= NP. Ademas, se puede demostrar que

Ps C PLS C NPy, (10.12)

aunque no se sabe si son subconjuntos propios. Parece abfgae sean igualés y
PLS y hay fuertes indicaciones (aunque no demostracion forque PLS no coindica
conNPg.

También han definido reducciones para la cRE8 y encontrado problemas completos,
como por ejemplo $py MAX CuUT.
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Capitulo 11

Algoritmos aleatorizados

Algoritmos aleatorizadoson algoritmos que incorporan ademas de instrucciones-det
ministas algunas elecciones al azar. Ademas del diseatyddtmos aleatorizados, pro-

babilidades también juegan un papel importante en as@lé caso promedio (seccion

7.3).

Un ejemplo simple de un algoritmo aleatorio seria una @ersie la ordenacion rapida
donde el elemento pivote esta elegido uniformemente al exzize los elementos para
ordenar.

En esta seccion esperamos que el lector tenga conocimieasicos de probabilidad —
buenos libros de texto sobre probabilidad incluyen el ldgd/ilton y Arnold [12]. SegUn
nuestra notacionX y Y son variables aleatorias,y y son algunas valores que pueden
tomar estas variableBr [X = z| es la probabilidad qué&” tenga el valor, E [X] es la
esperanzgmatematica) (tam@i©n: valor esperado)

E[X] =) aPr[X =1, (11.1)

donde la sumacion extiende por taden el rango deX, y Var [X| la varianza
Var [X] =E [(X — E[X])’] =E [X?] — (E[X])%. (11.2)
Al disefiar un algoritmo que haga elecciones al azar, diss@el comportamiento del

algoritmo necesariamente involucra calculaciones degtntidades para determinar pro-
piedades tales como

= ¢ Con qué probabilidad el algoritmo da el resultado casfect

= ¢ Qué es la esperanza del nimero de los pasos de computacésarios para su
ejecucion?

= (En el caso de algoritmos de aproximacion aleatorizagg3yé es la deviacion
esperada de la solucion 6ptima?
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Una observacion interesante aqui es que estamos utibzara definicion mas “flexible”
de algoritmo: un algoritmo aleatorizado tiene “permisotgpdar una salida incorrecta,
mientras al definir algoritmos (deterministas) exigimos giempre termine su ejecucion
y que el resultado sea el deseado. Sin embargtmduslos algoritmos aleatorizados dan
resultados incorrectos — el caso ideal seria que un resuitezorrecto sea imposible o
gue ocurra con probabilidad muy pequeia.

Algoritmos con una probabilidad no cero de fallar (y prokidad no cero de dar el resul-
tado correcto) se llamaalgoritmos Monte CarloUn algoritmo de decision tipo Monte
Carlo tieneerror bilateral si la probabilidad de error es no cero para los ambos casos:
con la respuesta “si” y con la respuesta “no”. Tal algoritieaeerror unilateral si siem-

pre contesta correctamente en uno de los dos casos per@tarehilidad no cero de
equivocarse en el otro.

Un algoritmo que siempre da el resultado correcto se dicdgoritmo Las Vega<sn tal
algoritmo, la parte aleatoria esta limitada al tiempo @&eegion del algoritmo, mientras
los algoritmos Monte Carlo tienen hasta sus salidas “alieasto

Si tenemos un algoritmo Monte Carlo con probabilidad derérra p < 1, lo podemos
convertir a un algoritmo Monte Carlo con probabilidad deearbitrariamente pequeia
0 < g < p simplemente porepetir ejecuciones independientes del algoritmo original
veces tal que* < q.

Cada algoritmo Monte Carlo que sabe distinguir entre habsgsivocado se puede con-
vertir a un algoritmo Las Vegas por repertilo hasta obtenéo — este tiene obviamente
efectos en su tiempo de ejecucion. También si tenemogyonitaho rapido paraerificar

si una dada “solucion” es correcta (cf. los certificadoscesos de los problemasP),
podemos convertir un algoritmo Monte Carlo a un algoritme Vagas por repetirlo.

Resumimos ahora algunos resultados de la teoria de plidlbabgue pueden resultar
Utiles al contestar las preguntas mencionadas. El libtexte de Mitzenmacher y Upfal
[13] contiene varios ejemplos concretos de su uso, igualocehiibro de Motwani y
Raghavan [14].

Desigualdad de JenserSi f es una funcion convex&, [f(X)] > f(E[X]).

Desigualdad de Markov Sea X una variable aleatoria no negativa. Para tado- 0,
Pr(X >a] <a'E[X].

Desigualdad de Chebyshewara todax > 0, Pr[|X — E [X]| > o] < o~ % Var [X].

Cotas de Chernoff Paraa > 0, para toda > 0 aplica quePr [X > o] < e ™ E [¢'¥]
y para toda < 0 aplica quePr [X < o] < e ™ E [e*].

El método probabilista SeaX una variable aleatoria definida en el espacio de probabi-
lidad S tal queE [X] = u. Entonce®r [X > u] > 0y Pr[X < ] > 0.

El método del momentum segundoSea X una variable aleatoria entera. Entonces
Pr[X = 0] < (E[X])~? Var [X].
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11.1. Complejidad computacional

La claseRP (tiempo polinomial aleatorizado, inglés: randomizedypolmial time) es la
clase de todos los lenguajésgque cuenten con un algoritmo aleatorizatl@on tiempo
de ejecucion polinomial del peor caso tal que para cadadstrc >*

r€L <= Pr[A(x)="sl"]
x¢ L <= Pr[A(z) ="sl"]

dondep > 0 (comUnmente se define= 0,5, pero la eleccion del valor dees de verdad
arbitraria). El algoritmoA es entonces un algoritmo Monte Carlo con error unilateral.
La clasecoRP es la clase con error unilateral en el casa# L pero sin error con

las entradas € L. La existencia de un algoritmo Las Vegas polinomial muestieaun
lenguaje pertenece a las cla®B y coRP las dos. De hecho, esta clase de lenguajes con
algoritmos Las Vegas polinomiales se denota P (tiempo polinomial aleatorizado
cero-error, inglés: zero-error probabilistic polynohtiane):

IV

P,
0. (11.3)

ZPP = RP N coRP. (11.4)

Una clase mas débil es IRP (tiempo polinomial aleatorizada, inglés: probabiligiady-
nomial time) que consiste de los lenguajepara las cuales existe un algoritmo aleato-
rizado A con tiempo de ejecucion de peor caso polinomial y para todo >* aplica
que
_uQgn 1

re€lL <= Pr[A(x)= “S,I”] > 2 (11.5)
r¢ L <= Pr[A(z)="si"] <3.
Por ejecutard varias veces, podemos reducir la probabilidad de erroo, pepodemos
garantizar que un numero pequefio de repeticiones bastaryggorar significativamente

la situacion.

Una versibn mas estricta d@P se llamaBPP (tiempo polinomial aleatorizado, inglés:
bounded-error probabilistic polynomial time) que es lselde los lenguajek para las
cuales existe un algoritmo aleatorizadaon tiempo de ejecucion de peor caso polino-
mial y para todar € ¥* aplica que

re€L <= Pr[A(x)="si"]

r¢ L — Pr[A(z)="s"] (11.6)

Y
Sl

Para esta clase se puede demostrar que la probabilidacbdsepuede bajarz™ con
p(n) iteraciones dondg() es un polinomio.

Problemas abiertos interesantes incluyen por ejem@B®Bies un subclase d¢P. Para
mas informacion sobre las clases de complejidad aleatds recomendamos el libro de
Papadimitriou [15] y el libro de Motwani y Raghavan [14].
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11.2. Problema de corte rmimo

Como un ejemplo, veremos un algoritmo aleatorizado pareoblgma MNCuUT. Ahora
vamos a consideranultigrafos o sea, permitimos que entre un par de vértices exista
mas que una arista en el grafo de entrédaConsiderando que un grafo simple es un
caso especial de un multigrafo, el resultado del algoritm®mresentamos aplica igual a
grafos simples.

Estamos buscando un corte (ver seccion 46.2) V de(G, o sea, una particiofC, V' \
(). La capacidad del corte es el numero de aristas que lo crliodn lo que mostramos
aplicaria también para grafos (simples o multigrafos)dewados con pesos no negativos.

Para que sea interesante el problema, habra que supon&a gogadaCG sea conexo
(verificado por ejemplo por BEs en tiempo polinomial) — con varios componentes, el
corte minimo con capacidad cero se obtiene por agrupanaégcomponentes &y los
demaser/ \ C.

El problema MNCUT se puede resolver por un algoritmo que compute el flujo méxim
del grafo de entrada. Eso, aunque es polinomial, suele gereto en la practica. El
mejor algoritmo determinista conocido para el flujo maxieae complejidad asintotica
O (nmlog(n?/m)) y habria que repetirla(n — 1) veces para considerar todos los pares
de fuente-sumidero en la forma mas simple.

Sin embargo, se puede demostrar que bastgcon 1) repeticiones, pero en cualquier
caso, todo esto significa que para resolver el problema de mdnimo, tenemos un algo-
ritmo determinista de tiemp@ (n*m). Con unos trucos mas se puede mejorar la situacion
asi que la complejidad de MCuT queda también e (nmlog(n?/m)). Para grafos
densosm € O (n?), que hace esa complejidad todavia bastante lento.

En esta seccion desarrollamos un algoritmo aleatorizagorgsuelve a MiCuT mas
rapidamente, en tiemp® (n?(logn)°W).

La operacion “basica” del algoritmo seré&lantraccbnde una arista. Al contraer la arista
{u,v} reemplazamos los dos vérticess v por un vértice nuevav. La arista contraida
desaparece, y para toda ari§tau } tal ques ¢ {u, v}, “movemos” la arista a apuntara
por reemplazarla pofs, w}. Igualmente reemplazamos arisfasu} por aristas{s, w}
paratodos ¢ {u,v}. Lafigura 11.1 muestra un ejemplo.

Si contraemos un conjuntd C F, el resultado no depende del orden de contraccion.
Después de las contracciones, los vértices que quedaesegpan subgrafos conexos del
grafo original. Empezando con el grafo de entrégasi elegimos iterativamente al azar
entre las aristas presentes una para contraccion hastgugdan solo dos vértices, el
numero de aristas en el multigrafo final entre esos dogesrtorresponde a un corte de
G.

Con una estructura unir-encontrar, podemos facilmenteenar informacion sobre los
subgrafos representados. Al contraer la afsta }, el nombre del conjunto combinado
en la estructura ser@ y sus miembros son u w; originalmente cada vértice tiene su
propio conjunto. Entonces, podemos imprimir los conjuiitgsV” \ C' que corresponden
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Figura1l.1: La arista gruesa roja en el grafo original (agrfinento mostrado a la izquier-
da) esta contraida asi que sus puntos finales (los v&ditarillos) estan reemplazados
por un solo vértice (rojo en el frangmento modificado a leedea) y las aristas entrantes
de los vértices eliminados estan “redirigidas” al \@&rtile reemplazo.

a los dos vertices que quedan en la Gltima iteracion.

La eleccion uniforme de una arista para contraer se puggarlen tiempo lineab (n).
En cada iteracion eliminamos un vértice, por lo cual ebatgio de contraccion tiene
complejidad cuadratica en

Lo que queda mostrar es que el corte asi producido sea @nhmiton una probabili-
dad no cero. Asi por repetir el algoritmo, podriamos auarea probabilidad de haber
encontrado el corte minimo. Las siguientes observaciooggayudan:

= Sila capacidad del corte minimo ksningln vértice puede tener grado menér a
= El nlmero de aristas satisface> %nk si la capacidad del corte minimo ks

= La capacidad del corte minimo &rn después de la contraccion de una arista es
mayor o igual a la capacidad del corte minima’én

Fijamos un corte minimo d& = (V, F) con las aristag’ C F siendo las aristas que
cruzande” aV' \ C. Denotamos$F| = k.

Suponemos que estamos en la iteraci@el algoritmo de contraccion y que ninguna
arista enF' ha sido contraida todavia. Quedan= n — i + 1 aristas en el grafo actual
G;. Por la tercera observacion, el conjunto de arigtasdavia define un corte minimo
en el grafo actualy; y los vértices de los dos lados del corte definido por lasesrsn’
corresponden a los conjuntésy V' \ C, aunque (posiblemente) en forma contraida.

El grafo GG, tiene, por la segunda observacion, por lo me%m-sk aristas, por lo cual la
probabilidad que la siguiente iteracion contraiga unaadalistas dé' es menor o igual
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a2n; . Asi podemos acotar la probabilidadque ninguna arista dé' sea contraida
durante la ejecucion del algoritmo:

p 2 [Ja-2m-i+17

- Z)_l - n(n271)'

(11.7)

Hemos establecido que un corte minimo especifidd-dmrresponde al resultado del
algoritmo de contraccion con probabilidade €2 (n=2). Como cada grafo tiene por lo
menos un corte minimo, la probabilidad de éxito del atgusies por lo meno& (n=2).

Si repetimos el algoritmo, digamd¥(n? log n) veces ya da razon de esperar que el corte
de capacidad minima encontrado sea el corte minimo digl desentreda.

Para hacer que el algoritmo Monte Carlo resultante sea apada;, hay que aumentar
la probabilidad de que un corte minimo pase por el algorigimoser contraido. Una
posibilidad de mejora esta basada en la observacion quelabilidad de contraer una
arista del corte minimo crece hacia el final del algoriti®oen vez de contraer hasta
que queden dos vértices, contraemos primero hasta apdaimente://2 vértices y
después hacemos dos llamadas recursivas independiehtesstho algoritmo con el
grafo G; que nos queda, un analisis detallado muestra que llegarfeosanplejidad
O (n*(logn)®W). La mayoria de los detalles de la demostracion estaricexjais en el
libro de Motwani y Raghavan [14].



Capitulo 12

Transiciones de fase

En este capitulo, estudiamos un fenbmeno interesantendglejidad en algunos proble-
mas. Al generar instancias del problema aleatoriamentenssgin conjunto de parame-
tros, en algunas ocaciones se ha observado que ciertasnamialies de los parametros
de generacion causan que instancias del mismo tamafentiemtiempo de ejecucion
promedio mucho mas largo de lo que uno obtiene con otrasicacibnes. Ese “pico”
en el tiempo de ejecucion con una cierta combinacion daenpeliros se conoce como una
transicibn de faseEste capitulo esta basada en el libro de Hartmann y Waigt [

12.1. Modelo de Ising

Un vidrio de esfin (inglés: spin glass) es un material magnético. Los atodeb material
pueden acoplarse aleatoriamente de la mafegramagrética o altenativamente de la
maneraantiferromagietica

En ferromagnetismo, todos los momentos magnéticos dealdgplos de la materia se
alignan en la misma direccion y sentido. En falta de praaesie un campo magnético
intenso, las alineaciones pueden estar aleatorias, peooreter el material a tal campo
magnético, los atomos gradualmente se alinean. Tal ma@zion permanece vigente por
algo de tiempo aun después de haber eliminado el campoéatiegque lo causo.

En antiferromagnetismo, los atomos se alinean en la migmecibn peresentido inverso
asi que un atomo tiene el sentido opuesto al sentido dessirsos. En la presencia de un
campo magnético muy intenso, se puede causar que se gieidehbntiferromagnetismo
y que los atomos se alinean segln el campo. Los dos tiposageeatismo se pierde en
temperaturas altas.

Dos atomos con interaccion ferromagnatica llegan a sdesle energia minima cuando
tienen el mismo sentido, mientras dos atomos con intéra@amtiferromagnética llegan
a su estado de energia minima al tener sentidos opuestos.

El modelo matematico de Ising representa las interacsieneno aristas y los atomos

171
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como vértices;. Cada vértice puede tener uno de dos valores,
oi ={-1,1} (12.1)

gue representan los dos posibles sentidos de alineacémt@mos el sistema poi =

(V. E).

Una funcionJ;; da la fuerza de la interaccion entre los vérti¢gsj (cero si no hay
interaccion) y un valor no cero implica la presencia de uisiaaenF. En una interaccion
ferromagnética entréy j, J;; > 0, mientras interacciones antiferromagnéticas tienen
Jij < 0.

Se usa el termin&rustracion a referir a situaciones donde las combinaciones de interac-
ciones que no permiten a todo los partlculos llegar a sd@sta energia minima (ver
figura 12.1 para un ejemplo).

FASASFATVAS
FANASFANIVAS

Figura 12.1: Un sistema de tres atomos (representadoopatéltices) con dos inter-
acciones ferromagnéticas (aristas azules) y una intéra@ntiferromagnética (aristas
rojas) que no puede alcanzar estado de energia minimadanuna de las ocho posi-
bles configuraciones de los sentidos (marcados\cgrv), por lo menos una interaccion
esta en conflicto (marcado con una zeta sobre la arista).

La funcibnhamiltonianase define como
H(G) =~ ) Jjoio;. (12.2)

{ijtekE
Es una medida de energia total del sist&m&@ensamos e;; como algo fijo, mientras
los valores der; pueden cambiar segin la temperatura ambiental. En tetopsefa= 0,
el sistema alcanza su energia minima. Las configuracopreesienen energia minima se
[lamanestados fundamental@gsglés: ground state).

En temperaturas bajas el sistema queda organizado parmaizani‘conflictos” de inter-
acciones. Al subir la temperatura del sistema, en un ciextar eritico7,. de repente se
pierde la organizacion global.

Cuando ambos tipos de interacciones estan presentea,destminar el valor minimo
alcanzable para la funcibn hamiltoniana se complicaicaipente, en los casos estudia-
dos, las aristas forman una reja regular — para dos dimesssiehproblema de encontrar
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un estado fundamental es polinomial, pero en tres dimeesj@s exponencial. También
has estudiado sistemas tipo Ising en grafos aleatoriosroms.

12.2. Problema del viajante TsPD)

Generamos instancias para elPD, o sea, la variacion de decision del problema de via-
jante, por colocan vértices (0 sea, ciudades) aleatoriamente en un plancaticdde
superficied; denotamos las coordenadas de vértiper z; Yy y;. Los costos de las aristas
seran las distancias euclidianas de los puntos de losert

dlSt (Z,j) = \/(ZEl — ZEj)Q“(yZ‘ — yj)Q' (123)

La pregunta es si la instancia contiene un ciclo hamiltam@acosto total menor o igual
a un presupuestd. Entonces, para crear una instancia del problema, hay qge ks
valoresn, Ay D. La probabilidad de encontrar un ciclo hamiltoniano deddrgdepende
obviamente de una manera inversa del superficie elegigldel nUmero de vértices.

Definimos un “largo escalado”
D

VAn

y estudiamos la probabilidadque exista en una instancia asi generada un ciclo hamilto-
niano de largd con diferentes valores dey un valor fijo A. Con diferentes valores de

uno observa que con pequefos valores @eenores &.5), p ~ 0, mientras para valores
grandes dé (mayores a uno)y =~ 1. Las curvas de versus/ suben rapidamente desde
cero hasta uno cerca del valoe 0,78 [18], independientemente del nUmero de vértices.

(= (12.4)

Al estudiar el tiempo de ejecucion de un cierto algoritrpo tiamificar-acotar paraseD,
los tiempos mayores ocurren con instancias que tienenegati®’ cerca de),78.

12.3. Grafos aleatorios uniformes

En esta seccion estudiamos comportamiento de grafo®atesatun ejemplo clasico de
transiciones de fase de cierto tipo. Seguimos por mayoe pélibro de texto de Bollobas
[3], aunque no lo alcanzamos en el nivel formalidad.

12.3.1. Familias y propiedades

Unafamilia G de grafos incluye todos los grafos que cumplen con la defimidie la
familia. La definicion esta tipicamente compuesta poapeetros que controlen el tamafo
de la familia. Por ejemplo, todos los grafos dowértices forman una familia y todos los
grafosk-regulares otra familia (y su interseccion no es vacia).
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Una propiedadde grafos de la famili& es un subconjuntcerrado”? C G. Cuando

grafo € P, se dice que “el grafd- tiene la propiedad”. Lo que significa ser cerra-
do es que al tener dos grafés € Py G’ € G, si aplica queiG y G’ sea isomorfos,
necesariament@’ € P también.

Una propiedad® esmonotonasi deGG € Py G es subgrafo dé&’, implica queG’ € P.
Un ejemplo de tal propiedad seria “el grafo contiene uantyiilo” o “el grafo contie-
ne un camino de largh” — por afadir aristas o vértices al grafo, no es posibleshac
desaparecer estas propiedades.

Una propiedad esonvexasi el hecho qué&y’ es subgrafo dé' y G” es subgrafo dé&’
tales que”, G € P, implica que tambiéd’ € P.

Decimos que “casi cada grafer = (V, E) de la familiag,, la definicion de cual depende
den = |V| tieneP siparaG € G

lim Pr[G e P] = 1. (12.5)

n—oo

12.3.2. Modelos de generagn

Para generar un grafo aleatorio uniforme (simple, no diagihay dos modelos basicos:
en el modelo de Gilbert, se fijay una probabilidag. Para generar un grafe = (V, £),
asignamos” = {1,2,...,n} y generamog’ de la manera siguiente: considera a la vez
cada uno de Ioﬁg) pares de vértices distintasy v e incluye la aristgu, v} indepen-
dientemente al azar con probabiligadCon este modelo, conodido como el modglg,,
tenemos

E[m] = p(Z) (12.6)
E[deg (u)] = p(n — 1). (12.7)

La otra opcion fue estudiada en detalle por Erdés y Réy6]: fijar los dosn 'y m y
elegir uniformemente al azar uno de los posibles conjunéas @ristas. EI nUmero de
posibles maneras de elegir las aristas entre vérticaatdises

(‘). (128

m

aungue en realidad los automorfismos reducen el nUmeraflesgtistintos que se pueda
generar. El segundo modelo se conoce c6mg,.

Una tercera opcion para generar grafos uniformes dado njnro den vérticesV =
{1,2,...,n}, es definir urproceso(estocastico) como una sucesi@# )}’ dondet repre-
senta etiempodiscreto que toma valoreés= 0,1, ..., N tal que

(1) cadaG; es un grafo en el conjuntw, es decirG; = (V, E;) — lo que cambia
durante el proceso es el conjunto de las aristas;
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(1) G, tienet aristas para cada valor deo sea|FE;| = t;

() G,_; es un subgrafo dé&;, empezando dé&/, y terminando erGy: £y C E; C
. Enyy

(Iv) N =(3).

Podemos definir un mapeo entre el espacio de todos los peogesibles en el momento
t = my los grafosG,, ,,,, por lo cual los grafogr,, ., son todos posibles resultados
intermedios de todos los procesos posibles que cumplaraatefihicion.

12.3.3. Comportamiento repentino

Suponemos quP sea una propiedad monotona de grafos. Observamos el pregse
neracion(G;){ y checamos en cada instants o noG; tiene la propieda®. Llamamos
el momentor cuandoG,; € P el tiempo de llegaddinglés: hitting time) del proceso a la
propiedad,

T=17(n)= rtn>1(r)1 {G; € P}. (12.9)

Nota que por ser monotorfd, G; € P para todot > 7y quer puede variar entre
diferentes instancias del proceso con un val@jo.

Podemos definir unéuncion umbralpara la propiedad® en términos del valor de
utilizado al definir el procesd’(n) es la funciobn umbral d® si aplica que

Pr[U(n)f(n)~" < 7(n) <U(n)f(n)] —1 (12.10)

con cualquier funciorf(n) — oco. En términos vagos, la funcion umbral es el “tiempo
critico” antes de que es poco probable giygengaP y después de que es muy probable
gue la tenga. Se ha mostrado, ya desde el trabajo de Er&syy, Rée varias propiedades
monotonas aparecen muy de repente en tales procesos:rgsn6i; los tiene antes de

un cierto momento y casi tod@s lo tienen después de ese momento, sobre el conjunto
de todos losV! procesos posibles.

12.3.4. Aparicion de un componente gigante

Continuamos con los proces(s;))’ y estudiamos el tamafio de los componentes cone-
xos deG;. Por definicion, en7, cada vértice esta aislado(yy es el grafo completo
de n vertices, K,,. Definimos? como la propiedad que el grafo sea conexo. En algn

momento,
1
re [n—l, ("2 )+1}, (12.11)

el grafo llega a tener la propied& por la primera vez. La cota inferior viene del caso
“mejor”: las primeras: — 1 aristas forman un arbol de expansion. El cota superiof es e
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peor caso: uno de losveértices permanece aislado asi que todas las aristdglaBaaen
entre los demas hasta que ellos ya formen una camaritta-devértices, después de que
ya necesariamente se conecta el grafo al anadir la angteeste.

En vez de estudiar exactamente el momento cuando todo elyaaea conexo, resumi-
mos algunos resultados sobre la cantidad de aristas nexsggara que el grafo tenga un
componente conexo grande. Fijamos un valoron la ayuda de un parametro constante
c tal que

m = [cn], (12.12)

dondec € 0, @ El resultado interesante sobre los tamaios de los compemes
gue conc < % el tamafo del mayor componente conexo erGyrcuandot = m es de
orden logaritmico em, pero para: > % — que es todavia un valor muy pequefio — un
G, cuandot = m tiene un componente conexo de aproximadamenteéertices donde

e > 0 Gnicamente depende del valor@gel resto de los vértices pertecen a componentes
mucho menores.

Interpretando el valor dellegamos a notar que esta relacionado con el grado promedio

de los veértices: q 5 5
Lievdeg(v) _2m _ 2[en| (12.13)

n n n

Entonces, cuando el grado promedio del grafo llega a apadamente uno (0 seax %),
aparece un componente gigante etvel

12.4. Cubierta de \ertices (VERTEX COVER)

También en el problema de cubierta de vértices se eneuemértransicion de fase con un
algoritmo ramificar-acotar, usando como el modelo de gei@ra|G,, , tal quep = ¢/n.
De la ecuacion 12.7, tenemos que el grado promkedie un vértice en tal grafo es

n—1

E=pn—1)=c ~ ¢, (12.14)

n
y podemos hablar del parametraomo en grado promedio (para grandes valores)de
Estudiando la probabilidagl de la existencia de una cubierta con una cierta candidad
de vértices cuando se fijade nuevo se encuentra que para valores bajos gles bajo,
mientras para valores grandesagde es alto, y la subida ocurre de una manera repentina
en un cierto valor de sin importar el valor de..
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Listas de smbolos

Elementos y ordenamiento

a,b,...
a=1"
aF#b
a~b
a<b
a>b
a<b
a>b
a<<b
a>b

elementos

el elementa: es igual al elementb

el elementa: no es igual al elemento

el elementa: esapproximadamentgual al elementd
el elementa: es menor al elemento

el elementa: es mayor al elemento

el elementa: es menor o igual al elemento

el elementa: es mayor o igual al elemento

el elementa: esmuchomenor al elemento

el elementa: esmuchomenor al elementb
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Conjuntos y conteo

A B,... conjuntos

R el conjunto de los nimeros reales

Z el conjunto de los nUmeros enteros

0 el conjunto vacio

{ai,as,...,a,} unconjunto de: elementos

a€A el elementa: pertecene al conjuntd

ag A el elementa: no pertenece al conjunté

| Al la cardinalidad del conjuntd

{a|a€ A} el conjunto de los elementasque cumplen con la propie-
dad quez € A

A=B los conjuntosA y B contienen los mismos elementos

A#+B los conjuntos4d y B no contienen todos los mismos elemen-
tos

ACB el conjuntoA es un subconjunto dB o igual aB

ACB el conjuntoA es un subconjunto propio de

A¢ B el conjuntoA no es un subconjunto de

AUB la union de los conjuntod y B

ANB la interseccion de los conjuntasy B

4 la union de los: conjuntosd,, As, ..., A,

=1

ﬂ A; la interseccion de los conjuntosAy, As, ..., A,

=1

A el conjunto que es complemento del conjuAto

A\ B la diferencia de los conjuntosy B

(a,b) un par ordenado de elementos

Ax B el producto cartesiano de los conjuntby B

k! el factorial dek

) el coeficiente binomial
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Mapeos y funciones

g:A— B

g9(a)

g (b)

logy ()

f(n) =0 (g(n))
f(n) =Q(g(n))
f(n) =01(g(n))

un mapeo del conjuntd al conjuntoB, dondeA es el do-
minioy B el rango

la imagen del elemenio € A en el rango bajo el mapeo
laimagen inversa del elementea B en el dominio bajo el
mapeoy

el valor asignado al elementgpor la funccionf

el valor absoluto de € R

el logaritmo a basédexr € R,z > 0

|f(n)] < c|g(n)| para alglin constantey valores suficien-
temente grandes de

|f(n)] > |g(n)| para algln constantey valores suficiente-
mente grandes de

dlg(n)| < |f(n)|] < clg(n)| para algunos constantes’ y
valores suficientemente grandeside

L 6gica matenatica

Ya € A
da€e A

una proposicion légica
una variable booleana
verdadero

falso

una asignacion de valores

una expresion booleana

T satisfacep

¢ es una tautologia

la negacion: na

la disyuncibna 0 b

la conjunciona y b

la implicacion: sia, entonce$

la equivalenciax si'y soélo sib
cuentificacion universal: para todos A
cuantificacion existencial: existe une A
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Grafos
1% un conjunto de vértices
E un conjunto de aristas
n el orden de un grafo
m el nUmero de aristas de un grafo
G un grafoG = (V, E)
v, W, U, . vertices
{v,w} una arista no dirigida entre los vérticeg w
(v, w) una arista dirigida del vérticeal vérticew
w(v)w el peso de la aristfw, w} 0 (v, w)
deg (v) el grado del vértice
:@ (v) el grado de entrada del vértice
<Fg (v) el grado de salida del vértiee
dist (v,w) la distancia del vértice al vérticew
diam (G) el diametro del grafér
4 (G) la densidad del graf&r
Ky, el grafo completo de orden
Ky el grafo bipartitio completo de conjuntos de vértices de ca

dinalidades: y ¢

Probabilidad
XY, Z, ... variables aleatorias
T, Y, 2, valores posibles de variables aleatorias
Pr[X = z] la probabilidad queX asume el valox
Pr(X =z |Y =y| laprobabilidad condicional qu& = = dado que&’” =y
E[X] el valor esperado d&

Var [X] la varianza deX
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BFs
CNF
DFs
DNF
NTM
PtAas

RAM
Tsp

Inglés Espaiol

breadth-first search bUsqueda en anchura

conjuntive normal form forma normal conjuntiva

depth-first search bUsqueda en profundidad

disjuntive normal form forma normal disyunctiva
nondeterministic Turing machine maquina Turing no detsistica
polynomial-time approximation sche-esquema de aproximacion de tiempo
me polinomial

random access machine maquina de acceso aleatorio
travelling salesman problem problema del viajante
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acomplamiento
aleatorio

algoritmo

analisis asintotica
arbol

arbol binario

arbol cubriente
arbol de expansion

matching
random
algorithm
asymptotic analysis
tree
binary tree
spanning tree
spanning tree

arista edge
arreglo array
barrer sweep
biselado splay
bbsque forest
bucle loop
burbuja bubble
bUsqueda search
cadena string
capa layer
camarilla clique
camino path

ciclo cycle
clausura closure
clave key

cola queue
cota bound
complejidad complexity
conexo connected
conjunto set
cubierta cover
dirigido directed
estructura de datos data structure
enlazada linked
flujo flow

fuerza bruta

brute-force
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grafo

hashing

hoja

hijo

intratable
lista
monticulo

no dirigido
orden posterior
orden previo
ordenacion
padre

patron

peor caso
pila

podar
ponderado
succession
raiz
ramificar-acotar
ramo
recorrido

red
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vertice

voraz
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unir-encontrar
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graph
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child
intractable
list
heap
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preorder
sorting
parent
pattern
worst case
stack
prune
weighted
series
root
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network
red-black
vertex
greedy
backtracking
union-find
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network
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