
Complejidad computacional de problemas y el
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Prefacio

Estas notas fueron escritas para el curso de Análisis y Diseño de Algoritmos
(MECBS5126) del Programa de Posgrado en Ingenierı́a de Sistemas (PISIS) de la Facul-
tad de Ingenierı́a Mecánica Y Eléctrica (FIME) de la Universidad Autónoma de Nuevo
León, ubicada en San Nicolás de los Garza, en el estado de Nuevó León en México. Es un
curso del programa doctoral, aunque también permitimos estudiantes de maestrı́a llevarlo
a su propio riesgo. La mayorı́a de los estudiantes de PISIS noson compútologos, y aún
menos del campo de teorı́a de computación, por lo cuál la presentación es simplificada de
lo usual de programas con enfoque en computación.

Mucho de este material se debe a los materiales que use yo misma cuando estudié las mis-
mas temas en la Universidad Politécnica de Helsinki (TKK).En el año 2000 trabajé como
asistente de enseñanza en un curso de análisis y diseño dealgoritmos bajo la instrucción
del Dr. Eljas Soisalon-Soininen, y juntos con otro asistente de enseñanza Riku Saikkonen,
compilamos un documento en finés LATEX basado en las diapositivas escritas a mano por
el Dr. Soisalon-Soininen y en el libro de texto de Cormen et al. [4]. Al empezar a compilar
este documento en castellano, mi primer recurso era el documento antiguo en finés, por
lo cual varios ejemplos son inspirados por el trabajo que hicimos en el año 2000.

Otro fuente importante es el Dr. Ilkka Niemelä de TKK y el curso de complejidad compu-
tacional que dió él, basado en el libro de texto clásico deChristos Papadimitriou [15]. Dr.
Niemelä me prestó todas sus diapositivas del curso para lapreparación de este documento,
por lo cual le agradezco mucho.

Otras partes del documento están prestadas y modificadas detrabajos anteriores mı́os, en
la revisión de los cuales he contado con el apoyo de muchas personas, los más importantes
siendo el asesor de mi tesis doctoral el Dr. Pekka Orponen y eloponente de la misma tesis
el Dr. Josep Dı́az.
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Índice general
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3.1. Máquinas Turing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Caṕıtulo 1

Definiciones mateḿaticas y
computacionales

1.1. Conjuntos y permutaciones

Si unos elementosa, b y c forman unconjunto, se asigna una letra mayúscula para denotar
el conjunto y ofrece una lista de los elementos según la siguiente notación:

A = {a, b, c} . (1.1)

Si el elementoa pertenece a unconjuntoA, se escribea ∈ A. Si el elementoa no
pertenece al conjuntoA, se escribea /∈ A.

Z es el conjunto de números enteros yR es el conjunto de números reales.

Si un conjunto estáordenado, se puede definir para cada par de elementos si uno está ma-
yor, menor o igual a otro según el orden definido.

El cardinalidadde un conjuntoA es el número de elementos que pertenecen al conjunto.
Se denota por|A|. Por ejemplo, la cardinalidad del conjuntoA = {a, b, c} es tres,|a| = 3.
La uniónde dos conjuntosA yB contiene todos los elementos deA y todos los elementos
deB y se denota porA∪B. La interseccíonde dos conjuntosA y B se denota porA∩B
y contiene solamente los elementos que pertenecen a ambos conjuntos:

c ∈ (A ∩B)⇔
(
(c ∈ A) ∧ (c ∈ B)

)
, (1.2)

donde⇔ significa que la expresión a la izquierda siendo verdadera implica que la expre-
sión a la derecha también tiene que ser válida y viceversa.

Nota que necesariamente|A ∪B| ≥ máx {|A| , |B|} y |A ∩B| ≤ mı́n {|A| , |B|}. El
conjunto vaćıo que no contiene ningún elemento se denota con∅.

1



2 CAPÍTULO 1. DEFINICIONES MATEMÁTICAS Y COMPUTACIONALES

1.1.1. Subconjuntos

Un subconjuntoB ⊆ A es un conjunto que contiene algún parte de los elementos del
conjuntoA. Si no se permite incluir todos los elementos deA enB, escribimosB ⊂ A y
aplica|B| < |A|. Por ejemplo, siA = {a, b, c}, B = {b, c} y C = {c, d}, tenemos que
B ⊆ A, peroC no es un subconjunto:C * A.

El complementode un conjuntoA es el conjuntoĀ que contiene cada elemento del uni-
verso que no está incluido enA,

Ā = {a | a /∈ A} . (1.3)

El complementode un subconjuntoB ⊆ A se denota porA \ B (leer:A sinB) y es el
conjunto de todos elementosa ∈ A tales quea /∈ B. En general, ladiferenciade dos
conjuntosA y B es el conjunto de los elementos que están enA pero no enB,

A \B = {a | a ∈ A, a /∈ B} . (1.4)

Dado un conjuntoA, el conjunto detodos sus subconjuntosse denota con2A. El número
total de tales subconjuntos es2|A|. Por ejemplo, siA = {a, b, c}, tenemos|A| = 3, 23 = 8
y

2A = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, A}.

Unk-subconjunto de un conjuntoA es un subconjunto dek elementos deA. Si |A| = n, el
número de los diferentes combinaciones dek elementos posibles es elcoeficiente binomio

(
n

k

)

=
n!

k!(n− k)! , (1.5)

donden! es elfactorial. El factorial está definido a todo número enterok ∈ Z tal que

k! = k · (k − 1) · (k − 2) · . . . · 2 · 1. (1.6)

Una aproximación muy útil del factorial es laaproximacíon de Stirling

√
2πk

(
k

e

)k

≤ k ≤ 2
√

2πk

(
k

e

)k

(1.7)

y una versión mejorada por Gosper es

k! ≈
√

π(2k +
1

3
)kkek, (1.8)

dondee ≈ 2, 718 es el número neperiano.

El coeficiente binomio permite una definición recursiva:
(
n

k

)

=

{ (
n−1
k−1

)
+
(

n−1
k

)
, si 0 < k < n

1, en otro caso.
(1.9)



1.1. CONJUNTOS Y PERMUTACIONES 3

El rango (cerrado) es un subconjunto de un conjunto ordenadodesde el elementoa hasta
el elementob se marca con[a, b]. El rangoabiertoque no incluye el primer ni el último
elemento sino todos los elementos intermediosc tales quea < c < b se denota con(a, b).
Si uno de los puntos extremos sı́ se incluye y el otro no, la notación es(a, b] o [a, b),
dependiendo de cuál extremo está incluido.

El conjuntoA×B es el conjunto de todos los pares ordenados(a, b) de elementos de los
conjuntosA y B tal quea ∈ A y b ∈ B,

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} . (1.10)

El conjuntoA × B se llama elproducto cartesiano. Se puede generalizar a más de dos
conjuntos: paran conjuntosA1, A2, . . . , An, es el conjunto de todos losn-eadas ordenadas

A1 ×A2 × . . .× An = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ai, i ∈ [1, n]} . (1.11)

1.1.2. Relaciones

UnarelaciónR ⊆ A×B es un subconjunto de pares. Una relación entre un conjuntoA =
{a1, a2, . . . , an} y otro conjuntoB = {b1, b2, . . . , bm} es un subconjunto de asociaciones
de elementos deA con los elementos deB. Se escribe(a, b) ∈ R o alternativamenteaRb.
Una relación se puede representar en la forma de unan × m matriz, donden = |A| y
m = |B|. La representación es una matriz binariaA tal que el elementoaij de la matriz
A tiene el valor uno si y sólo si los elementosai y bj forman uno de los pares incluidos
en la relaciónR:

aij =

{
1, si (ai, bj) ∈ R,
0, si (ai, bj) /∈ R. (1.12)

Una relaciónR ⊆ A×A entre un conjunto y si mismo se dice una relaciónen el conjunto
A. Tal relación estransitivasi ∀a, b, c ∈ A tales queaRb y bRc, también aplica queaRc.
Una relaciónR enA esreflexivasi para todoa ∈ A, aplica queaRa. Una relaciónR en
A essimétricasi aplica que

(ai, aj) ∈ R ⇔ (aj , ai) ∈ R. (1.13)

Esto implica que lan× n matrizA, donden = |A|, es también simétrica:A = A
T.

El clausura transitivade una relaciónR ⊆ A × A es la relación transitivaRT ⊆ A ×
A de cardinalidad menorque contieneR. Entonces,aRT b paraa, b ∈ A sı́ y sólo si
∃c0, c1, . . . , ck ∈ A tales quec0 = a, ck = b y ciRT ci+1 para todoi ∈ [0, n).

La clausura reflexivade la relaciónR enA es la relación mı́nima reflexivaRR enA que
contieneR: para todoa, b ∈ A aplicaaRRb si y sólo sia = b o aRb.
En laclausura reflexiva y transitivaR∗ aplica que(a, b) ∈ R∗ si y sólo si oa = b o existe
un c ∈ A tal que(a, c) ∈ R y (c, b) ∈ R∗.
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1.1.3. Permutaciones

Unapermutacíon de un conjuntoA es un orden de los elementos. Si|A| = n, A tienen!
permutaciones. Por ejemplo, siA = {a, b, c, d}, las4! = 24 permutaciones deA son

abcd abdc adbc adcb acbd acdb
bacd badc bdac bdca bcad bcda
cabd cadb cdab cdba cbad cbda
dabc dacb dcab dcba dbac dbca

El número dek-subconjuntosordenadosdel conjuntoA de orden|A| = n es

k! ·
(
n

k

)

=
n!

(n− k)! . (1.14)

Por ejemplo, siA = {a, b, c, d} y k = 3, los12 ordenes son

abc abd acd bac bad bcd
cab cad cbd dab dbc dcb

1.2. Mapeos y funciones

Un mapeo(inglés: map o mapping)g : A→ B es un tipo de relación que asocia algunos
elementos deA a elementos deB, pero no necesariamente todos. Un mapeo es técnica-
mente equivalente a una relaciónRg , pero tı́picamente se escribeg(a) = b para significar
que(a, b) ∈ Rg. Nota que se puede asignar varios elementos deA a un elemento deB y
viceversa.

El conjuntoA se llama eldominiode la relación y el conjuntoB el rango. El conjunto
de los elementosbi ∈ B para las cuales aplica(a, bi) ∈ Rg (es decirg(a) = bi) son
la imagende a enB. El conjunto de los elementos deA que corresponden a un cierto
elementob ∈ B tal que(a, b) ∈ Rg es laimagen inversadeb, g−1(b).

Un mapeog : A → B essobreyectivo(tambiénepiyectivo; inglés: surjection o onto) si
para cada elemento del rango está asignada algún elementodel dominio:

∀b ∈ B∃a ∈ A tal queg(a) = b. (1.15)

Un mapeo esinyectivo(inglés: injection o one-to-one) si

∀a1, a2 ∈ A tales quea1 = a2 ⇔ g(a1) = g(a2), (1.16)

o sea, la imagen inversa de todob ∈ B tiene cardinalidad menor o igual a uno. Aquı́⇒
significa que la expresión a la izquierda siendo verdadera implica que la expresión a la
derecha también tiene que ser válida, pero no es necesariamente ası́ en la dirección con-
traria:g(a1) = g(a2) no implica que necesariamente seaa1 = a2, puede ser quea1 6= a2

también.
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Un mapeo esbiyectivosi es inyectivo y sobreyectivo: todo elemento deA tiene una ima-
gen distinta y la unión de las imágenes cubren todo el rangoB.

Unafunciónf : A→ B es un mapeo sobreyectivo pero no necesariamente una inyectiva.
El sı́mbolof refiere a la función misma, mientrasf(x) refiere al valor de la función enx,
o sea, el elemento del rangoB a lo cual corresponde el elemento del dominiox ∈ A.

Una funciónf : R→ R esconvexasi para todox1, x2 y α ∈ [0, 1]

f(αx1 + (1− α)x2) ≤ αf(x1) + (1− α)f(x2). (1.17)

El valor absolutodex ∈ R es una función de valores reales a valores reales positivos:

|x| =
{
x, si x ≥ 0
−x, si x < 0.

(1.18)

1.3. Funcíon exponencial

La función exponencial se define por un serie (la expansiónde Taylor) como

exp(x) = ex =

∞∑

i=0

xi

i!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . . (1.19)

dondee ≈ 2, 718281828 es elconstante de Napier. La figura 1.1 muestra su forma. Una
definición alternativa es por lı́mite:

ex = ĺım
n→∞

(

1 +
x

n

)n

. (1.20)
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Figura 1.1: Gráficas de la función exponencialf(x) = exp(x): a la izquierda, en escala
lineal, mientras a la derecha, el ejey tiene escalalogaŕıtmica(ver la sección 1.4).

La función exponencial comparte las propiedades de exponentes sin importar la baseb,
que en el caso deexp(x) ese:

b0 = 1
b1 = b

ba+c = babc

bac = (ba)c

b−a =
(

1
b

)a
= 1

ba

(1.21)
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mientras también tiene otras propiedades interesantes: es su propio derivativo

D(ex) = ex. (1.22)

Aplican las siguientes cotas y aproximaciones que resultanútiles en varios contextos de
análisis de algoritmos:

(
1− 1

x

)k ≈ e−
k
x

1− x ≤ e−x

xx

x!
< ex

para |x| ≤ 1 : ex(1− x2) ≤ 1 + x ≤ ex

parak ≪ x : 1− k
x
≈ e−

k
x .

(1.23)

1.4. Logaritmos

El logaritmoen baseb es una función que se define por la ecuación

blogb x = x, (1.24)

dondex > 0. Eso quiere decir que silogb x = y, by = x. Se define además quelogb 1 = 0.
Se puede realizar cambios de baseb a otra baseb′:

logb′(x) =
logb(x)

logb(b
′)
. (1.25)

El logaritmo con la basee se llama ellogaritmo naturalo neperiano. En la figura 1.2, se
muestra las funciones para tres valores de base. Tı́picamente se escribeln x paraloge x y
log x sin base normalmente se interpreta comolog10, aunque en computación la interpre-
taciónlog x = log2 x es muy común cuandox ∈ Z.

Tı́picamente en el análisis de algoritmos se utilizab = 2. El logaritmo es una función
inyectiva,

logb x = logb y =⇒ x = y, (1.26)

y también es una funcióncreciente

x > y =⇒ logb x > logb y. (1.27)

Cuenta con algunas propiedades de interés que ayuden a simplificar fórmulas:

Logaritmo de multiplicación: logb(x · y) = logb x+ logb y

Logaritmo de división: logb

(
x
y

)

= logb x− logb y

Logaritmo con potencia: logb x
c = c logb x

Logaritmo en el exponente: xlogb y = ylogb x,
Logaritmo de un factorial: logb(n!) =

∑n

i=1 logb i

(1.28)
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Figura 1.2: Las funciones logarı́tmicas por tres valores t´ıpicos de la base:b ∈ {2, e, 10},
dondee ≈ 2, 718 es el número neperiano.

la segunda igualdad siendo consecuencia de la primera, la penúltima igualdad siendo
consecuencia de la tercera y la última siendo consecuenciade la primera.

Una variación de la aproximación de Stirling para el factorial cuenta con logaritmos:

ln k! ≈ k ln k − k (1.29)

que aplica para valores grandes dek. Una forma que aplica más generalmente es

ln k! ≈ 2k + 1

2
ln k − k +

ln(2π)

2
. (1.30)

1.5. Sucesiones

Dado unasucesíon de números, asignamos un ı́ndice a cada número de la sucesión. Por
ejemplo, el primer número seráx1, el segundox2, etcétera, hasta el último número, que
marcamos conxn, n siendo el largo de la sucesión. Cada uno de losx1, x2, . . . se llama
un término. Para hablar de un término arbitrario cualquiera, usamosxi (o alguna otra letra
de ı́ndice), donde se supone de una manera implı́cita que1 ≤ i ≤ n.

La suma de los términos de una sucesiónx1, x2, . . . , xn se llama unaserieS y la sumación
tiene su notación especial donde un ı́ndicei corre desde el valor uno hasta el valorn:

S = x1 + x2 + x3 + . . .+ xn =

n∑

i=1

xi. (1.31)

Una serieparcial Sk es la suma hasta el términoxk:

Sk =

k∑

i=1

xi. (1.32)
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Tal queSn = S. Depende la sucesión de qué manera calcular el valor de la serieS o un
subserieSk.

También se puede definir el producto de una sucesión:

P = x1 · x2 · x3 · . . . · xn =

n∏

i=1

xi. (1.33)

1.5.1. Series aritḿeticas

En las seriesaritméticas, la diferencia entre cada par de términos subsecuentesxi y xi+1

es un constanted:
xi+1 − xi = d (1.34)

para todoi ∈ [0, n − 1] si es una sucesión finita y para todoi ∈ [0,∞) en el otro caso.
La suma de una sucesión infinita es infinita positiva∞ si la diferenciad > 0 y infinita
negativa−∞ si la diferenciad < 0 es negativa. La subserie de losn términos primeros
de una sucesión aritmética es

Sn =
n−1∑

i=0

(x1 + i · d) =
n(x1 + xn)

2
. (1.35)

Se puede derivar la fórmula por pensar en la suma como un tri´angulo de encima de colum-
nas que todos tienen una base de alturax1, y en cada columna, el cambio de altura esd a
en comparación con la columna anterior. Se deja como un ejercicio hacer el cálculo que
corresponde.

Otra manera de derivar el resultado es a través de laecuacíon recursivade los términos:

xi+1 = xi + d. (1.36)

Aplicamos esta ecuación de una manera repetitiva para encontrar una ecuación paraxn:

x2 = x1 + d,
x3 = x2 + d = (x1 + d) + d = x1 + 2d,
x4 = x3 + d = (x1 + 2d) + d = x1 + 3d,

...
xn = x1 + (n− 1)d.

(1.37)

En la otra dirección, tenemos

xn−1 = xn − d,
xn−2 = xn−1 − d = (xn − d)− d = xn − 2d,
xn−3 = xn−2 − d = (xn − 2d)− d = xn − 3d,

...
xn−k = xn−k−1 − d = xn − (n− k)d,
x1 = xn−(n−1) = xn −

(

n−
(
n− (n− 1)

))

d = xn − (n− 1)d.

(1.38)
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Al sumarx1 + x2 + . . .+ xn escrito por la formulación de la ecuación 1.37 con lo mismo
pero escrito por la formulación de la ecuación 1.38 nos da2Sn y se simplifica a dar el
mismo resultado. El cálculo se deja como ejercicio.

También hay que notas que transformaciones del ı́ndice hacen que las series se ven más
complejas:

n∑

i=1

(n− i+ 1) =

n∑

i=1

i. (1.39)

1.5.2. Series geoḿetricas

En una seriegeoḿetrica, la proporciónde un término con el siguiente es constante:

xi+1 = xi · d. (1.40)

Si |d| > 1, la serie infinita tiene un valor infinita el signo de cual depende de los signos
dex1 y d. Cuando|d| < 1, incluido las series infinitas tienen una suma finita:

S =

∞∑

i=0

dixi =
x1

1− d. (1.41)

Nota que hay que empezar del ı́ndicei = para lograr que el primer término tenga el valor
x1 = d0x1.

Las sumas parciales hasta términon cuandod 6= 1 tienen la fórmula siguiente:

Sn =

n∑

i=0

dixi =
x1(1− dn+1)

1− d . (1.42)

Cuandod = 1, todos los términos son iguales ax1 y la suma parcial es simplemente
Sn = n · x1.

Un ejemplo es la subserie dondex1 = 1 y d 6= 1, o sea, la suma parcial de la sucesión,
1, d, d2, d3, . . .:

Sn =

n∑

i=0

di =
1(1− dn+1)

1− d =
dn+1 − 1

d− 1
. (1.43)

Entonces, sid = 2 y x1 = 1, tenemos la suma de potencias de dos:

Sn =
n∑

i=0

2i =
2n+1 − 1

2− 1
= 2n+1 − 1. (1.44)
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1.5.3. Otras series

Hay algunas series interesantes donde el ı́ndice de la sumación aparece en el término.
Aquı́ incluyamos unos ejemplos:

n∑

i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
n∑

i=0

i · di =
n · dn+2 − (n + 1) · dn+1 + d

(d− 1)2
, donded 6= 1

∞∑

i=0

di =
1

1− d, donded 6= 1

∞∑

i=n

ki =
kn

1− k , dondex ∈ (0, 1)

∞∑

i=1

i−2 =
π2

6
.

(1.45)

1.6. Demostraciones

Para analizar si o no algo es valido en todo caso, se necesita utilizar los conceptos de
sistemas matemáticos: los hechos universales se llamanaxiomas. Además se cuenta con
definicionesdonde se fija el sentido de algún formalismo, notación o terminologı́a. La me-
ta es derivar de los axiomas y las definiciones, algunosteoremas, que son proposiciones
verdaderas. Cada teorema trata de una cierta propiedad de interés. Los teoremas “auxilia-
res” que uno tiene que demostrar para llegar al resultado final deseado se llamanlemas.
La cadena de pasos que establecen que un teorema sea verdad esllama lademostracíon
(o tambiénprueba) del teorema.

Una técnica esencial de demostración es lainduccíon mateḿatica, donde primero se es-
tablece que una condición inicialc1 es válida y verdadera (el paso base), y después deriva
que sick es válida y verdadera, tambiénck+1 lo es (el paso inductivo).

Por ejemplo, para verificar que la suma de la ecuación 1.35 (en la página 8) es la fórmula
correcta para la sucesión3, 5, 8, 11, 14, 17, 20, . . . , 213, primero sacamos los valoresx1 =
d = 3 y mostramos queS1 = x1+0·d = 3+0 = 3 = x1 es válida (el paso base). Después
hay que mostrar queSn + xn+1 = Sn+1 (el paso inductivo). Cuando uno establece esto,
la demostración de que la validez de la fórmula de la ecuación 1.35 está completa.
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1.7. Lógica mateḿatica

1.7.1. Lógica booleana

La lógica booleana de trata de un conjuntoX devariablesque también se llamáatomos
x1, x2, . . .. Una variable se interpreta a tener el valor “verdad” (se denota con el sı́mbolo
⊤) o “falso” (se denota con el sı́mbolo⊥). La negacíon de una variablexi se denota con
¬xi:

¬xi =

{
⊤, si xi = ⊥,
⊥, si xi = ⊤. (1.46)

Se puede formarexpresionesde las variables con los sı́mbolos. Las expresiones básicas
son losliterales xi y ¬xi. Además se puede formar expresiones con losconectivos∨
(“o”), ∧ (“y”) — también¬ se considera un conectivo. Siφ1 y φ2 son expresiones boo-
leanas, también(φ1 ∨ φ2), (φ1 ∧ φ2) y ¬φ1 lo son. Por ejemplo,((x1 ∨ x2)∧¬x3) es una
expresión booleana pero((x1∨x2)¬x3) no lo es. Para simplificar las expresiones, existen
las convenciones siguientes:

n∨

i=1

ϕi significa ϕ1 ∨ · · · ∨ ϕn

n∧

i=1

ϕi significa ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn

φ1 → φ2 significa ¬φ1 ∨ φ2

φ1 ↔ φ2 significa (¬φ1 ∨ φ2) ∧ (¬φ2 ∨ φ1).

(1.47)

Lo de→ se llama unaimplicacióny lo de↔ se llama unaequivalencia.

Es siempre recomendable marcar con paréntesis la precedencia deseada de los operadores
lógicos, pero en su ausencia, la precedencia se interpretaen el orden (de la más fuerte al
más débil):¬, ∨, ∧,→,↔. Por ejemplo, la expresión

¬x1 ∨ x2 → x3 ↔ ¬x4 ∧ x1 ∨ x3 (1.48)

deberı́a ser interpretada como

((((¬x1) ∨ x2)→ x3)↔ ((¬x4) ∧ (x1 ∨ x3))). (1.49)

Como las variables se interpreta como verdaderas o falsas, también es posible evaluar si o
no es verdadera cualquier expresión booleana. Unaasignacíon de verdadT es un mapeo
de una subconjunto finitoX ′ ⊂ X al conjunto de valores{⊤,⊥}. Denota porX(φ) el
conjunto de variables booleana que aparezcan en una expresión φ. Una asignación de
valoresT : X ′ → {⊤,⊥} esadecuadaparaφ si X(φ) ⊆ X ′. Escribimosxi ∈ T si
T (xi) = ⊤ y xi /∈ T si T (xi) = ⊥.

Si T satisfaceaφ, lo que se denota porT |= φ tiene siguiente la definición inductiva:

(I) Si φ ∈ X ′, aplicaT |= φ si y sólo siT (φ) = ⊤.
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(II ) Si φ = ¬φ′, aplicaT |= φ si y sólo siT 6|= φ′ (lee:T no satisface aφ′).

(III ) Si φ = φ1 ∧ φ2, aplicaT |= φ si y sólo siT |= φ1 y T |= φ2.

(IV ) Si φ = φ1 ∨ φ2, aplicaT |= φ si y sólo siT |= φ1 o T |= φ2.

Una expresión booleanaφ essatisfactiblesi existe una asignación de verdadT que es
adecuada paraφ y ademásT |= φ.

Una expresión booleanaφ es válida si para todaT imaginable aplica queT |= φ. En este
caso, la expresión es unatautoloǵıa y se lo denota por|= φ. En general aplica que|= φ si
y sólo si¬φ esno satisfactible.

Dos expresionesφ1 andφ2 sonlógicamente equivalentessi para toda asignaciónT que es
adecuada para las dos expresiones aplica que

T |= φ1 si y sólo siT |= φ2. (1.50)

La equivalencia lógica se denota porφ1 ≡ φ2.

Por ejemplo, si tenemos la asignaciónT (x1) = ⊤ y T (x2) = ⊥, es válido queT |=
x1 ∨ x2, peroT 6|= (x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∧ x2). Unos ejemplos de expresiones lógicamente
equivalentes son los siguientes:

¬¬φ ≡ φ
(φ1 ∨ φ2) ≡ (φ2 ∨ φ1)

((φ1 ∧ φ2) ∧ φ3) ≡ (φ1 ∧ (φ2 ∧ φ3))
((φ1 ∧ φ2) ∨ φ3) ≡ ((φ1 ∨ φ3) ∧ (φ2 ∨ φ3))

¬(φ1 ∧ φ2) ≡ (¬φ1 ∨ ¬φ2)
(φ1 ∨ φ1) ≡ φ1.

(1.51)

Existenformas normalesde escribir expresiones booleana. Las dos formas normales son
la forma normal conjuntiva(CNF) que utiliza puramente el conectivo∧ y literales y la
forma normal disyunctiva(DNF) que utiliza puramente el conectivo∨ y literales. Una
conjunción de literales se llama unimplicantey una disyunción de literales se llama una
cláusula. Se puede asumir que ninguna cláusula ni implicante sea repetido en una forma
normal, y tampoco se repiten literales dentro de las cláusulas o los implicantes. Las re-
glas para transformar una expresión booleana a una de las dos formas normales son los
siguientes: primero eliminamos las notaciones auxiliares↔ y→ y movemos las negacio-
nes a formar literales:

(I) Eliminar la notaci ón auxiliar de↔: La expresiónφ1 ↔ φ2 es lógicamente equi-
valente a la expresión(¬φ1 ∨ φ2) ∧ (¬φ1 ∨ φ2) por lo cual puede ser reemplazado
con la expresión más larga que ya no contiene el sı́mbolo auxiliar ↔ no permitido
en las formas normales.

(II ) Eliminar la notaci ón auxiliar de→: La expresiónφ1 → φ2 es lógicamente equi-
valente a la expresión¬φ1 ∨ φ2 por lo cual puede ser reemplazado con la segunda
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expresión que ya no contiene el sı́mbolo auxiliar→ no permitido en las formas
normales.

(III ) Mover negaciones donde las variables para formar literales: utiliza las siguien-
tes equivalencias lógicas para cambiar la ubicación de los sı́mbolos de negación¬
tal que no habrá redundancia y que cada negación forma un literal y ya no aplica a
una expresión compleja:

¬¬φ es equivalente a φ
¬(φ1 ∨ φ2) es equivalente a ¬φ1 ∧ ¬φ2

¬(φ1 ∧ φ2) es equivalente a ¬φ1 ∨ ¬φ2.
(1.52)

Después de aplicar esas reglas tantas veces como posible, queda una expresión de puros
literales con los conectivos∧ y ∨. Para lograr una forma normal conjunctiva, hay que
mover los conectivos∧ afuera de los disyunciones aplicando las equivalencias lógicas
siguientes:

φ1 ∨ (φ2 ∧ φ3) es equivalente a (φ1 ∨ φ2) ∧ (φ1 ∨ φ3)
(φ1 ∧ φ2) ∨ φ3 es equivalente a (φ1 ∨ φ3) ∧ (φ2 ∨ φ3).

(1.53)

Si la meta es lograr la forma normal disyuntiva, hay que aplicar las equivalencias siguien-
tes para mover los conectivos∨ afuera de los conjunciones:

φ1 ∧ (φ2 ∨ φ3) es equivalente a (φ1 ∧ φ2) ∨ (φ1 ∧ φ3)
(φ1 ∨ φ2) ∧ φ3 es equivalente a (φ1 ∧ φ3) ∨ (φ2 ∧ φ3).

(1.54)

Es importante tomar en cuenta que las expresiones en forma normal pueden en el peor
caso tener un largo exponencial en comparación con el largode la expresión original.
Para dar un ejemplo de la transformación, consideramos el caso de la expresión(x1 ∨
x2) → (x2 ↔ x3) y su transformación a la forma normal conjuntiva utilizando las reglas
mencionadas. Cada lı́nea en el proceso es lógicamente equivalente con todas las versiones
anteriores por las equivalencias ya definidas; para ahorrarespacio, utilizamos la notación
siguiente para las variables:a = x1, b = x2 y c = x3.

(a ∨ b)→ (b↔ c)
¬(a ∨ b) ∨ (b↔ c)

¬(a ∨ b) ∨ ((¬b ∨ c) ∧ (¬c ∨ b))
(¬a ∧ ¬b) ∨ ((¬b ∨ c) ∧ (¬c ∨ b))

(¬a ∨ ((¬b ∨ c) ∧ (¬c ∨ b))) ∧ (¬b ∨ ((¬b ∨ c) ∧ (¬c ∨ b)))
((¬a ∨ (¬b ∨ c)) ∧ (¬a ∨ (¬c ∨ b))) ∧ (¬b ∨ ((¬b ∨ c) ∧ (¬c ∨ b)))

((¬a ∨ (¬b ∨ c)) ∧ (¬a ∨ (¬c ∨ b))) ∧ ((¬b ∨ (¬b ∨ c)) ∧ (¬b ∨ (¬c ∨ b)))

(1.55)

Unafunción booleanaden-dimensionesf es un mapeo de{⊤,⊥}n al conjunto{⊤,⊥}.
El conectivo¬ corresponde a una función unariaf¬ : {⊤,⊥} → {⊤,⊥} definida por
la ecuación 1.46. Los conectivos∨, ∧, → y ↔ definen cada uno una función binaria
f : {⊤,⊥}2 → {⊤,⊥}.
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Cada expresión booleana se puede interpretar como una función booleana con la dimen-
sión n = |X(φ)|. Se dice que una expresión booleanaexpresauna funciónf si cada
n-eada de valores de verdadτ = (t1, . . . , tn) aplica que

f(τ) =

{
⊤, si T |= φ,
⊥, si T 6|= φ,

(1.56)

dondeT es tal queT (xi) = ti para todoi = 1, . . . , n.

Las funciones booleanas se puede representar a través degrafos(ver sección 1.8 como
circuitos booleanos: los vértices son “puertas” y el grafo es dirigido y no cı́clico. Un grafo
dirigido no cı́clico siempre se puede etiquetar tal que cadavértice está representado por
un número entero,V = {1, 2, . . . , n}, de tal manera que aplica para cada arista dirigida
〈i, j〉 ∈ E quei < j. La asignación de tales etiquetas se llamasorteo topoĺogico.

Cada puerta es de un cierto tipo: la puerta puede representaruna variablexi, una valor⊤
o ⊥ o un conectivo (∧, ∨ o ¬). Los vértices que corresponden a variables o los valores
de verdad deben tener grado de entrada cero. Las puertas de tipo negación tienen grado
de entrada uno y las puertas con∧ o ∨ tienen grado de entrada dos. El último vérticen
representa la salida del circuito.

Los valores de verdad de las distintas puertas se determina con un procedimiento induc-
tivo tal que se define el valor para cada puerta todas las entradas de la cual ya están
definidos. Cada circuito booleano corresponde a una expresión booleanaφ. Los circuitos
pueden ser representaciones más “compactas” que las expresiones, porque en la cons-
trucción del circuito se puede “compartir” la definición de un subcircuito, mientras en
las expresiones habrá que repetir las subexpresiones que aparecen en varias partes de la
expresión.

1.7.2. Lógica proposicional

La lógica de primer ordenes una lógica donde secuantificavariables individuales. Ca-
da variable individual corresponde a una oración. Los sı́mbolos de cuantificación son la
cuantificador∃ para la cuantificaciónexistencialy la cuantificador∀ para la cuantificación
universal.

La cuantificación existencial quiere decir que en un conjunto indicado existe por lo menos
una variable que cumpla con una cierta requisito, mientras la cuantificación universal dice
que alguna requisito se aplica para todas las variables del conjunto indicado. Por ejemplo,

∀x ∈ R, ∃y tal quex = 2y. (1.57)

Se puede cuantificar varias variables al mismo tiempo:

∀x, y ∈ Z, ∃z, z′ ∈ Z tal quex− y = z y x+ y = z′. (1.58)



1.7. LÓGICA MATEMÁTICA 15

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 0  1  2  3  4  5  6  7
 1

 100

 10000

 1e+06

 1e+08

 1e+10

 1e+12

 1e+14

 1e+16

 1e+18

 1e+20

 0  10  20  30  40  50  60

Figura 1.3: Gráficas de las potencias de dos: a la izquierda,con ejes lineales hastax = 7,
y a la derecha, con ejes de escala logarı́tmica hastax = 64.

1.7.3. Información digital

Bit

El bit es la unidad básica de información digital. Un bit es unavariable binaria: tiene dos
valores posibles que se interpreta como los valores lógicos “verdad” (1) y “falso” (0).

En la memoria de una computadora, se expresa los números enteros con sumas depoten-
cias de dos(ver el cuadro 1.1 y la figure 1.3), empezando con la potencia más grande que
quepa en el número e iterando hasta llegar a la suma correcta.

Representamos la presencia de una cierta potencia con un bitde valor1 y su ausencia por
un bit de valor0, empezando con la potencia más grande presente:

61 = 32 + 29 = 32 + 16 + 13 = 32 + 16 + 8 + 5
= 32 + 16 + 8 + 4 + 1
= 25 + 24 + 23 + 22 + 20
⇒ 111101.

Entonces se necesita seis bits para representar el valor61. Por lo general, la cantidadb de
bits requeridos para representar un valorx ∈ Z+ está el exponente de la mı́nima potencia
de dos mayor ax,

b = mı́n
k∈Z

{
k | 2k > x

}
. (1.59)

Para incluir los enteros negativos, se usa un bit auxiliar designo.

Byte

El bytees la unidad básica de capacidad de memoria digital. Un byte(se pronuncia “bait”)
es una sucesión de ocho bits. El número entero más grande que se puede guardar en un
solo byte es

27 + 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20 = 28 − 1 = 255
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Cuadro 1.1: Algunas potencias del número dos,2k = x

21 = 2 220 = 1 048 576 240 = 1 099 511 627 776
22 = 4 221 = 2 097 152 241 = 2 199 023 255 552
23 = 8 222 = 4 194 304 242 = 4 398 046 511 104
24 = 16 223 = 8 388 608 243 = 8 796 093 022 208
25 = 32 224 = 16 777 216 244 = 17 592 186 044 416
26 = 64 225 = 33 554 432 245 = 35 184 372 088 832
27 = 128 226 = 67 108 864 246 = 70 368 744 177 664
28 = 256 227 = 134 217 728 247 = 140 737 488 355 328
29 = 512 228 = 268 435 456 248 = 281 474 976 710 656
210 = 1 024 229 = 536 870 912 249 = 562 949 953 421 312
211 = 2 048 230 = 1 073 741 824 250 = 1 125 899 906 842 624
212 = 4 096 231 = 2 147 483 648 251 = 2 251 799 813 685 248
213 = 8 192 232 = 4 294 967 296 252 = 4 503 599 627 370 496
214 = 16 384 233 = 8 589 934 592 253 = 9 007 199 254 740 992
215 = 32 768 234 = 17 179 869 184 254 = 18 014 398 509 481 984
216 = 65 536 235 = 34 359 738 368 255 = 36 028 797 018 963 968
217 = 131 072 236 = 68 719 476 736 256 = 72 057 594 037 927 936
218 = 262 144 237 = 137 438 953 472 257 = 144 115 188 075 855 872
219 = 524 288 238 = 274 877 906 944 258 = 288 230 376 151 711 744

239 = 549 755 813 888 259 = 576 460 752 303 423 488
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y entonces, contando cero, son 256 valores posibles por un byte. Nota que aplica en
general la igualdad

2k+1 − 1 =

k∑

i=0

2i. (1.60)

Un kilobytees1024 bytes, unmegabytees1024 kilobytes (1048576 bytes) y ungigabyte
es1024 megabytes (1073741824 bytes). Normalmente el prefix kilo implica un mil, pero
como mil no es ningún potencia de dos, eligieron la potenciamás cercana,210 = 1024,
para corresponder a los prefixes.

Representacíon de punto flotante

Para representar números reales por computadora, hay que definir hasta que exactitud
se guarda los decimales del número, como el espacio para guardar un número entero
está limitada a un tamaño constante. El método común de lograr tal representación es
lo depunto flotante(también conocido comocoma flotante) donde la representación se
adapta al orden magnitud del valorx ∈ R. La idea es trasladar la coma decimal hacia la
posición de la primera cifra significativa dex mediante un exponenteγ:

x = m · bγ , (1.61)

dondem se llama lamantisay contiene los dı́gitos significativos dex – es común norma-
lizar la mantisa tal que su parte entera consta de solamente la primera cifra significativa
dex. La mantisa tı́picamente tiene un tamaño máximo limitadoa una cierta cantidad fija
de bytes.

El parámetrob en ecuación 1.61 es labasedel sistema de representación. Los números
binarios tienen baseb = 2 y comúnmente en cálculo utilizamosb = 10. También existen
sistemas en baseb = 8 (el sistemaoctal) y b = 16 (el sistemahexadecimal).

Lo que determina el rango de valores posibles que se puede representar en punto flotante
es la cantidad de memoria reservada para el exponenteγ ∈ Z de la ecuación 1.61.

La otra opción serı́a simplemente reservar una cierta cantidad de bytes para la represen-
tación yfijar a posición en la cual se supone que esté la coma decimal. La representación
depunto fijaes mucho más restrictiva con respeto al rango de valores posibles de guar-
dar. En comparación, el método de punto flotante causa variaciones en la exactitud de la
representación, mientras permite guardar valores de un rango mucho más amplio.

1.7.4. Redondeo

Funciones techo y piso

La funciónpiso ⌊x⌋ : R→ Z define el número enteromáximo menorax ∈ R:

⌊x⌋ = máx
y∈Z

{y | x ≤ y} . (1.62)
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Por definición, siempre aplica para todox ∈ R que

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x+ 1⌋ (1.63)

donde la igualdad ocurre solamente cuandox ∈ Z. Igualmente, tenemos

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x (1.64)

También, para todok ∈ Z y x ∈ R aplica

⌊k + x⌋ = k + ⌊x⌋. (1.65)

Una sucesión de combinar las propiedades del logaritmo conla función piso es que siem-
pre aplica también parax > 0, x ∈ R que

x

2
< 2⌊log2 x⌋ ≤ x, (1.66)

la verificación de que se deja como ejercicio.

La funcióntecho ⌈x⌉ : R→ Z define el número enteroḿınimo mayorax ∈ R:

⌈x⌉ = mı́n
y∈Z

{y | x ≤ y} . (1.67)

Aplica por definición que
x ≤ ⌈x⌉ < x+ 1. (1.68)

Se deja como ejercicio verificar que también parax ∈ R, x > 0 aplica

x ≤ 2⌈log2 x⌉ < 2x. (1.69)

Función parte entera

Varios lenguajes de programación incorporan una manera deconvertir un número en for-
mato punto flotante a un valor entero. Por ejemplo, en C se permite la construcción si-
guiente

float a = 3.76;
int b = (int)a;

donde la regla de asignar un valor a la variableb es una mezcla de la funciones piso y
techo: denota el valor de la variablea pora. Sia ≥ 0, se asigna ab el valor⌊a⌋, y cuando
a < 0, se asigna ab el valor⌈a⌉.
La función que captura esta comportamiento es la funciónparte entera

[x] : R→ Z. (1.70)

El redondeotı́pico dex ∈ R al entero más próximo es equivalente a[x+ 0,5].

Hay que tener mucho cuidado con la operación de parte enteraen programación, como
implica pérdida de datos. Acumulando uno después de otro,los errores de redondeo se
pueden amplificar y causar comportamiento no deseado en el programa. Por ejemplo, en
algunas implementaciones una sucesión instrucciones como



1.8. TEOŔIA DE GRAFOS 19

float a = 0.6/0.2;
int b = (int)a;

puede resultar enb asignada al valor2, porque por la representación binaria de pun-
to flotante de los valores0,6 y 0,2, su división resulta en el valor punto flotante
2,999999999999999555910790149937. Entonces, aplicar la función parte entera al valor
de la variablea resulta en el valor2, aunque la respuesta correcta es3.

1.8. Teoŕıa de grafos

Un grafo (también se dicegráfica) G es un par de conjuntosG = (V,E), dondeV es un
conjunto den vértices(o sea, nodos),u, v, w ∈ V y E es un conjunto dearistasm (o sea,
arcos). Utilizamos la notación|V | = n, |E| = m

Las aristas son tı́picamente pares de vértices,{u, v} ∈ E, o sea, las aristas definen una
relación entre el conjuntoV con si mismo:

E ⊆ V × V, (1.71)

pero también se puede definir grafos donde el producto es entre más de dos “copias” del
conjuntoV , el cual caso se habla deh́ıpergrafos.

El complementode un grafoG = (V,E) es un grafoḠ = (V, Ē) donde

∀v 6= u :
(
{v, u} ∈ Ē ⇔ {v, u} /∈ E

)
. (1.72)

1.8.1. Clases de grafos

Un grafo esplanosi se puede dibujar en dos dimensiones tal que ninguna aristacruza a
otra arista. En un grafono dirigido, los vérticesv y w tienen un papel igual en la arista
{v, u}. Si las aristas tienendirección, el grafoG esdirigido (tambiéndigrafo) y el vértice
v es elorigen(o inicio) de la arista dirigida〈v, w〉 y el vérticew es el destino (o fin) de la
arista. Unbuclees una aristareflexiva, donde coinciden el vértice de origen y el vértice
de destino:{v, v} o 〈v, v〉. Si un grafoG no cuente con ninguna arista reflexiva, el grafo
esno reflexivo.

En el caso general,E puede ser unmulticonjunto, es decir, es posible que haya más de una
arista entre un par de vértices. En tal caso, el grafo se llamamultigrafo. Si no se permiten
aristas múltiples, el grafo essimple.

Si se asignanpesosω (v)w (o costos o longitudes) a las aristas, el grafo esponderado. Si
se asignaidentidada los vértices o las aristas, es decir que sean distinguibles, el grafo es
etiquetado.
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1.8.2. Adyacencia

Dosaristas{v1, v2} y {w1, w2} de un grafo sonadyacentessi tienen un vértice en común:

|{v1, vw} ∩ {w1, w2}| ≥ 1 (1.73)

(el valor puede ser mayor a uno solamente en un multigrafo). Una arista esincidentea un
vértice si ésta lo une a otro vértice.

Dosvérticesv y w son adyacentes si una arista los une:

{v, w} ∈ E. (1.74)

Vértices adyacentes son llamadosvecinosy el conjunto de vecinos del vérticev se llama
suvecindarioy se denota conΓ (v).

La matrizA que corresponde a la relaciónE se llama lamatriz de adyacenciadel grafo;
para construir la matriz, es necesario etiquetar los vértices para que sean identificados
comov1, v2, . . . , vn. La matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es simétrica.

Para representar la adyacencia de multigrafos, es mejor abandonar la matriz binaria y
construir otra matriz enteraA′ donde el elementoa′ij ≥ 0 contiene el número de aris-
tas entrevi y vj . Para grafos ponderados, es mejor usar una matriz (real)A

′′ donde el
elementoa′′ij contiene el peso de la arista{vi, vj} o cero si no hay tal arista en el grafo.

El gradodeg (v) de un vérticev es el número de aristas incidentes av. Para grafos diri-

gidos, se define elgrado de salida
−→
deg (v) de un vérticev como el número de aristas que

tienen su origen env y el grado de entrada
←−
deg (v) dev como el número de aristas que

tienen su destino env. El grado total de un vértice de un grafo dirigido es

deg (v) =
←−
deg (v) +

−→
deg (v) . (1.75)

En un grafo simple no dirigido, el gradodeg (vi) del vérticevi es la suma de laijésima
fila deA.

Nota que siempre aplica
∑

v∈V

deg (v) = 2m. (1.76)

La sumación sobrev ∈ V quiere decir que cada vérticev del conjuntoV se toma en
cuenta una vez en el cálculo.

En un grafo simple no reflexivo, aplica

deg (v) = |Γ (v)| . (1.77)

Si todoslos vértices tienen el mismo gradok, el grafo esregular, o mejor dicho,k-regular.

En un grafon− 1-regular, cada vértice está conectado a cada otro vértice por una arista.
Se llama un grafocompletoy se denota porKn.
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1.8.3. Grafos bipartitos

Un grafo bipartito es un grafoG = (V,E) cuyos vértices se pueden separar en dos
conjuntos disjuntosU y W ,

U ∩W = ∅, U ∪W = V (1.78)

tal que las aristas solamente unen vértices de un conjunto con algunos vértices del otro:

{u, w} ∈ E ⇒ (u ∈ U ∧ w ∈ W ) ∨ (u ∈W ∧ w ∈ U). (1.79)

En un grafobipartito completoestán presentestodaslas aristas entreU y W . Se denota
tal grafo porKa,b dondea = |U | y b = |W |. Nota que paraKa,b, siempre aplica que
m = a · b.

1.8.4. Densidad

El número máximo posible de aristas en un grafo simple es

mmáx =

(
n

2

)

=
n(n− 1)

2
. (1.80)

ParaKn, tenemosm = mmáx. La densidadδ (G) de unG se defina como

δ (G) =
m

mmáx
=

m
(

n

2

) . (1.81)

Un grafodensotieneδ (G) ≈ 1 y un grafoescasotieneδ (G)≪ 1.

1.8.5. Caminos

Una sucesión de aristas adyacentes que empieza env y termina enw se llama uncamino
de v a w. El largo de un camino es el número de aristas que contiene el camino. La
distanciadist (v, w) entrev y w es el largo mı́nimo de todos los caminos dev aw. La
distancia de un vértice a si mismo es cero. Eldiámetrodiam (G) de un grafoG es la
distancia máxima en todo el grafo,

diam (G) = máx
v∈V
w∈V

dist (v, w) . (1.82)

Un caminosimplesolamente recorre la misma arista una vez máximo, nunca dosveces o
más. Unciclo es un camino que regresa a su vértice inicial. Un grafo que nocuente con
ningún ciclo esaćıclico. Un grafo no dirigido acı́clico es necesariamente un árbol, pero
en grafos dirigidos la ausencia de ciclos no implica que sea un árbol. Un grafo es bipartito
si y sólo si no tiene ningún ciclo de largo impar.
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1.8.6. Conectividad

Un grafoG esconexosi cadapar de vértices está conectado por un camino. Si por al-
gunos vérticesv y w no existe ningún camino dev aw en el grafoG, el grafoG esno
conexo, la distancia entre los dos vértices no está definido, y en consecuencia el diámetro
diam (G) del grafo tampoco es definido. Un grafoG esfuertemente conexosi cada par de
vértices está conectado poral menos doscaminos disjuntos, es decir, dos caminos que no
comparten ninguna arista.

Un grafo no conexo se puede dividir en dos o máscomponentes conexosque son formados
por tales conjuntos de vértices de distancia definida.

1.8.7. Subgrafos

Un grafoG(S) = (S, F ) es unsubgrafodel grafoG = (V,E) si S ⊆ V y F ⊆ E tal que

{v, w} ∈ F ⇒
(
(v ∈ S) ∧ (w ∈ S)

)
. (1.83)

Cada componente conexo es un subgrafo conexo maximal, o sea,a cual no se puede
añadir ningún otro vértice sin romper conectividad.

Un subgrafo que completo se dice unacamarilla (inglés: clique).

Un grafoG1 esisomorfoa otro grafoG2 si y sólo si existe una funciónf : V1 → V2 de
los vérticesV1 deG1 a los vérticesV2 deG2 tal que para en conjunto de aristas deG1,
denotado porE1, y lo de las aristas deG2, denotado porE2 aplica que

{v1, u1} ∈ E1 ⇔ {f(v1), f(u1)} ∈ E2. (1.84)

1.8.8. Árboles

Un árbol es un grafo conexo acı́clico. Uńarbol cubriente(también: un árbol deexpan-
sión) de un grafoG = (V,E) es un subgrafo degrafo que es un árbol y contiene todos
los vértices deG. Si el grafo es ponderado, el árbol cubrienteḿınimoes cualquier árbol
donde la suma de los pesos de las aristas incluidas es mı́nima. Un grafoG no conexo es
unbosquesi cada componente conexo deG es un árbol.



Caṕıtulo 2

Problemas y algoritmos

En este curso, veremos cómo analizar de complejidad de dos conceptos diferentes de
computación:problemasy algoritmos. Un problema es un conjunto (posiblemente infi-
nita) deinstanciasjunto con una pregunta sobre alguna propiedad de las instancias. Un
algoritmo es un proceso formal para encontrar la respuesta correcta a la pregunta de un
problema para una cierta instancia del problema.

2.1. Problema

Problemas en general son conjuntos de instancias al cual corresponde un conjunto de solu-
ciones, junto con una relación que asocia para cada instancia del problema un subconjunto
de soluciones (posiblemente vacı́o).

Los dos tipos de problemas que estudiamos son los problemas dedecisíony los problemas
de optimizacíon . En los primeros, la respuesta es siempre “sı́“ o “no”, mientras en la
segunda clase de problemas la pregunta es del tipo “cuál es el mejor valor posible” o “con
qué configuración se obtiene el mejor valor posible”.

2.1.1. Problema de decisión

En un problema de decisión, la tarea es decidir si o no la relación entre instancias y
soluciones asigna un subconjunto vacı́o a una dada instancia. Si existen soluciones, la
respuesta a la pregunta del problema es “si”, y si el subconjunto es vacı́o, la respuesta es
“no”.

2.1.2. Problema de optimizacíon

Para problemas de optimización, la instancia está compuesta por un conjunto de configu-
raciones, un conjunto de restricciones, y además unafunción objetivoque asigna un valor

23
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(real) a cada instancia. Si las configuraciones son discretas, el problema escombinatorial.

La tarea es identificar cuál de las configuracionesfactibles, es decir, las que cumplen con
todas las restricciones, tiene el mejor valor de la funciónobjetivo. Depende del problema
si el mejor valor es el mayor (problema demaximizacíon) o el menor (problema demini-
mizacíon). La configuración factible con el mejor valor se llama lasolucíon óptimade la
instancia.

2.2. Algoritmo

Un algoritmo es un método de solución para resolver una dada instancia de un cierto
problema. En computación, por lo general, se escribe el algoritmo en un lenguaje de
programación para ser ejecutado por una computadora. Ejemplos de algoritmos son los
métodos sistemáticos de resolver los problemas siguientes:

¿Cómo encontrar un nombre en la guı́a telefónica?

¿Cómo llegar de mi casa a mı́ oficina?

¿Cómo determinar si un dado número es un número primo?

Para definir un algoritmo, hay que definir primero dos conjuntos:

(I) un conjuntoE de lasentradasdel algoritmo, que representan las instancias del
problema y

(II ) un conjuntoS de lassalidas, que son los posibles resultados de la ejecución del
algoritmo.

Para un problema, por lo general existen varios algoritmos con diferente nivel de eficien-
cia (es decir, diferente tiempo de ejecución con la misma instancia del problema). En
algoritmosdeterministas, la salida del algoritmo depende únicamente de la entrada de
lo mismo, por lo cual se puede representar el algoritmo como una funciónf : E → S.
Existen también algoritmosprobabilistaso aleatorizadosdonde esto no es el caso.

Los algoritmos se escribe como sucesiones deinstruccionesque procesan la entradaρ ∈ E
para producir el resultadoξ ∈ S. Cada instrucción es una operación simple, produce un
resultado intermedio único y es posible ejecutar con eficiencia.

La sucesiónS de instrucciones tiene que ser finita y tal que para todaρ ∈ E , siP está eje-
cutada con la entradaρ, el resultado de la computación seráf(ρ) ∈ S. Serı́a altamente
deseable que para todoρ ∈ E , la ejecución deS terminará después de un tiempo finito.

Los algoritmos se implementa como programas de cómputo en diferentes lenguajes de
programación. El mismo algoritmo se puede implementar en diferentes lenguajes y para
diferentes plataformas computacionales. En este curso, los ejemplos siguen las estructuras
básicas de programación procedural, en pseudocódigo parecido a C y Java.
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2.2.1. Algoritmo recursivo

Un algoritmorecursivoes un algoritmo donde una parte del algoritmo utiliza a si mis-
ma como subrutina. En muchos casos es más fácil entender lafunción de un algoritmo
recursivo y también demostrar que funcione correctamente. Un algoritmo que en vez de
llamarse a si mismo repite en una manera cı́clica el mismo código se diceiterativo. En
muchos casos, el pseudocódigo de un algoritmo recursivo resulta más corto que el pseu-
docódigo de un algoritmo parecido pero iterativo para el mismo problema. Es un hecho
universal que cada algoritmo recursivo puede ser convertido a un algoritmo iterativo (aun-
que no viceversa), aunque tı́picamente hace daño a la eficiencia del algoritmo hacer tal
conversión. Depende del problema cuál manera es más eficiente: recursiva o iterativa.

Como ejemplo, veremos dos algoritmos para verificar si o no una dada palabra (una sola
palabra de puras letras; en español, tı́picamente ignorando los acutes de las letras) es un
paĺındromo, o sea, que se lee igual hacia adelante que hacia atrás. Un ejemplo de tal
palabra es “reconocer”. Un algoritmo recursivo simplemente examinarı́a la primera y la
última letra. Si son iguales, el algoritmo los quita de la sucesión de letras y llama a si
mismo para ver si el resto también lo es. Al recibir una sucesión de un sı́mbolo o vacı́o,
el algoritmo da la respuesta “sı́”:

procedure rpal(palabraP = ℓ1ℓ2 . . . ℓn−1ℓn)
if n ≤ 1

return true ;
if ℓ1 = ℓ2

return rpal(ℓ2ℓ3 . . . ℓn−2ℓn− 1);
else

return false

Una versión iterativa examinarı́a al mismo tiempo desde elinicio y desde el fin verificando
para cada letra si son iguales:

procedure ipal(palabraP = ℓ1ℓ2 . . . ℓn−1ℓn)
i = 1;
j = n;
while i < j

if ℓi 6= ℓj

return false ;
else

i := i + 1;
j := j − 1;

return true ;

2.3. Calidad de algoritmos

Las dos medidas más importantes de la calidad de un algoritmo son
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(I) el tiempo total de computación, medido por el número de operaciones de cómputo
realizadas durante la ejecución del algoritmo, y

(II ) la cantidad de memoria utilizada.

La notación para capturar tal información es a través defunciones de complejidad.

Para eliminar el efecto de una cierta computadora o un ciertolenguaje de programación, se
considera que el algoritmo se ejecuta en una máquina “modelo” virtual tipo RAM (inglés:
random access machine) que no tiene lı́mite de memoria ni lı́mite de precisión de repre-
sentación de números enteros o reales.

2.3.1. Operacíon básica

Para poder contar las operaciones que ejecuta un algoritmo,hay que definir cuáles ope-
raciones se cualifican como operaciones básicas. Tı́picamente se considera básicas los
siguientes tipos de operaciones:

(I) operaciones simples aritméticas (+,−,×, /, mod ),

(II ) operaciones simples lógicas (∧,∨,¬,→,↔),

(III ) comparaciones simples (<,>,=, 6=,≤,≥),

(IV ) asignaciones de variables (:=),

(V) instrucciones de salto (break, continue, etcétera).

2.3.2. Tamãno de la instancia

Para un cierto problema computacional, existen tı́picamente varias si no una cantidad infi-
nita de instancias. Para definir eltamãnode una dicha instancia, hay que fijar cuál será la
unidad básica de tal cálculo. Tı́picamente se utiliza la cantidad de bits, bytes, variables
enteras, etcétera que se necesita ocupar para representarel problema en su totalidad en la
memoria de una computadora.

Para un algoritmo de ordenar una lista de números, el tamaño de la instancia es la cantidad
de números que tiene como entrada. Por ejemplo, si la instancia es un grafo, su tamaño es
bien capturado en la suman+m, como ninguno de los dos números sólo puede capturar el
tamaño de la instancia completamente. En realidad, para guardar cada arista, se necesita
guardar su punto de inicio y su punto final, sumando en2m, pero por lo general se suele
ignorar multiplicadores constantes en tal análisis, comoveremos en sección 2.3.5.
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2.3.3. Funciones de complejidad

Incluso se fijamos el tamaño de la instancia, todavı́a hay variaciones en la cantidad de
tiempo requerido para la ejecución del algoritmo. Por ejemplo, es más difı́cil ordenar
la lista [3, 5, 2, 9, 1] que la lista[1, 3, 5, 6, 7], como la segunda ya está ordenada. Lo que
queremos nosotros es tal caracterización de la calidad de un algoritmo que nos facilita
hacer comparaciones entre algoritmos. Las soluciones incluyen el uso delcaso peor, caso
promedioy el caso amortizado.

Función del peor caso

Formamos una función de complejidadf : Z+ → Z+ tal que para un valorn, el valorf(n)
representa el número de operaciones básicas para elmásdifı́cil de todas las instancias de
tamañon. La única dificultad es identificar o construir la instanciaque es el peor posible
para la ejecución del algoritmo.

Función del caso promedio

Formamos una función de complejidadf : Z+ → R tal que para un valorn, el valor
f(n) representa el númeropromediode operaciones básicas sobre todas las instancias
de tamañon. Aquı́ la parte con posible dificultad es la estimación de ladistribución de
probabilidad: ¿con qué probabilidad ocurren diferentes tipos de instancias? En práctica,
si el peor caso es muy raro, resulta más útil estudiar el caso promedio, si es posible.

Complejidad amortizada

En algunos casos, es posible que el tiempo de ejecución de unalgoritmo depende de
las ejecuciones anteriores. Este ocurre cuando uno procesauna serie de instancias con
algún tipo de dependencia entre ellas. En tal caso, las funciones de peor caso y caso
promedio pueden resultar pesimistas. Lacomplejidad amortizadasirve para evaluar la
eficiencia de un algoritmo en tal caso. La idea es ejecutar el algoritmo varias veces en
secuencia con diferentes instancias, ordenando las instancias de la peor manera posible
(para consumir más recursos), calculando el tiempo total de ejecución, y dividiendo por
el número de instancias. En muchos casos, la computación de la complejidad amortizada
resulta razonable y no demasiado compleja.

2.3.4. Consumo de memoria

Igual como el tiempo de ejecución, elconsumo de memoriaes una medida importante
en la evaluación de calidad de algoritmos. Hay que definir cuál será la unidad básica de
memoria para hacer el análisis: puede ser un bit, un byte o una variable de tamaño cons-
tante de un cierto tipo. El caso peor de consumo de memoria es la cantidad de unidades de
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memoria que el algoritmo tendrá que ocupar simultaneamente en el peor caso imaginable.
Se define el caso promedio y el caso amortizado igual como con el tiempo de ejecución.

2.3.5. Ańalisis asint́otico

La meta del análisis de algoritmos es evaluar la calidad de un algoritmo en comparación
con otros algoritmos o en comparación a la complejidad del problema o alguna cota de
complejidad conocida. Sin embargo, tı́picamente el conteode “pasos de computación”
falta precisión en el sentido que no es claro que cosas se considera operaciones básicas.
Por eso normalmente se caracteriza la calidad de un algoritmo por laclase de magnitud
de la función de complejidad y no la función exacta misma. Tampoco son interesantes los
tiempos de computación para instancias pequeñas, sino que instancias grandes — con una
instancia pequeña, normalmente todos los algoritmos producen resultados rápidamente.

Para definir clases de magnitudes, necesitamos las definiciones siguientes. Para funciones
f : Z+ → R y g : Z+ → R, escribimos

(I) f(n) ∈ O (g(n)) si ∃c > 0 tal que|f(n)| ≤ c |g(n)| para suficientemente grandes
valores den,

(II ) f(n) ∈ Ω (g(n)) si ∃c > 0 tal que|f(x)| ≥ c |g(x)| para suficientemente grandes
valores den,

(III ) f(n) ∈ Θ (g(n)) si ∃c, c′ > 0 tales quec · |g(x)| ≤ |f(x)| ≤ c′ · |g(x)| para
suficientemente grandes valores den y

(IV ) f(n) ∈ o(g(n)) si ĺım
n→∞

f(n)

g(n)
= 0.

El sı́mbolo∈ se reemplaza frecuentemente con=. La funciónO (f(n)) es unacota
superior asint́otica al tiempo de ejecución, mientras laΩ (f(n)) es unacota inferior
asint́otica. La tercera definición quiere decir que las dos funciones crecen asintóticamente
iguales. Las definiciones se generalizan para funciones de argumentos múltiples.

Estas definiciones sontransitivas:

(f(n) ∈ O (g(n)) ∧ g(n) ∈ O (h(n)))⇒ f(n) ∈ O (h(n)) . (2.1)

Igualmente, si tenemos que

(f(n) ∈ Ω (g(n)) ∧ g(n) ∈ Ω (h(n)))⇒ f(n) ∈ Ω (h(n)) . (2.2)

Como este aplica paraΩ (f(n)) y O (f(n)) los dos, aplica por definición también para
Θ (f(n)).

Otra propiedad útil es que si

(f(n) ∈ O (h(n)) ∧ g(n) ∈ O (h(n)))⇒ f(n) + g(n) ∈ O (h(n)) . (2.3)
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Figura 2.1: Crecimiento de algunas funciones comúnmente encontrados en el análisis
de algoritmos. Nota que el ordenación según magnitud cambia al comienzo, pero para
valores suficientemente grandes ya no hay cambios.

Si g(n) ∈ O (f(n)), f(n) + g(n) ∈ O (f(n)). Esto nos permite fácilmente formar
O (f(n)) de polinomios y muchas otras expresiones. Por definición, podemos ignorar
coeficientes numéricos de los términos de la expresión. Además con el resultado anterior
nos permite quitar todos los términos salvo que el términocon exponente mayor. Por lo
general,O (f(n)) es la notación de complejidad asintótica más comúnmente utilizado.

Una observación interesante es la complejidad asintótica de funcioneslogaŕıtmicas: para
cualquier baseb > 0 y cadax > 0 tal quex ∈ R (incluso números muy cercanos a cero),
aplica quelogb(n) ∈ O (nx) (por la definición de logaritmo). Utilizando la definiciónde
ecuación 1.25 para cambiar la base de un logaritmo, llegamos a tener

loga(n) =
1

logb(a)
logb(n) ∈ Θ (logb n) , (2.4)

porquelogb(a) es un constante. Entonces, comologa(n) = Θ (logb n), no hay necesidad
de marcar la base en una expresión de complejidad asintótica con logaritmos.

Otra relación importante es que para todox > 1 y todok > 0, aplica quenk ∈ O (xn) —
es decir, cada polinomial crece asintóticamente más lentamente que cualquiera expresión
exponencial.

En términos no muy exactos, se dice que un algoritmo eseficientesi su tiempo de ejecu-
ción tiene una cotasuperiorasintótica que es unpolinomio. Un problema que cuenta con
por lo menos un algoritmo eficiente es un problemapolinomial. Un problema esintratable
si no existe ningún algoritmo eficiente para resolverlo. También se dice que un problema
sin solucíonsi no cuenta con algoritmo ninguno. El el siguiente capı́tulo formulamos estes
tipos de conceptos formalmente.

Para ilustrar el efecto del tiempo de ejecución, el cuadro 2.1 (adaptado de [10]) muestra
la dependencia del tiempo de ejecución del número de operaciones que se necesita.
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Cuadro 2.1: En la tabla (originalmente de [10]) se muestra para diferentes valores den el
tiempo de ejecución (en segundos (s), minutos (min), horas(h), dı́as (d) o años (a)) para un
algoritmo necesita exactamentef(n) operaciones básicas del procesador para encontrar
solución y el procesador es capaz de ejecutar un millón de instrucciones por segundo.
Si el tiempo de ejecución es mayor a1025 años, lo marcamos simplemente como≈ ∞,
mientras los menores a un segundo son≈ 0. El redondeo con tiempos mayores a un
segundo están redondeados a un segundo entero mayor si menos de un minuto, al minuto
entero mayor si menores a una hora, la hora entera mayor si menores a un dı́a, y el año
entero mayor si medidos en años.

f(n) (→)
n (↓) n n log2 n n2 n3 1, 5n 2n n!

10 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 4 s
30 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 18 min 1025 a
50 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 11 min 36 a ≈ ∞

100 ≈ 0 ≈ 0 ≈ 0 1 s 12, 892 a 1017 años ≈ ∞
1000 ≈ 0 ≈ 0 1 s 18 min ≈ ∞ ≈ ∞ ≈ ∞

10000 ≈ 0 ≈ 0 2 min 12 d ≈ ∞ ≈ ∞ ≈ ∞
100000 ≈ 0 2 s 3 h 32 a ≈ ∞ ≈ ∞ ≈ ∞

1000000 1 s 20 s 12 d 31710 a ≈ ∞ ≈ ∞ ≈ ∞



Caṕıtulo 3

Modelos de computacíon

3.1. Máquinas Turing

Un modelo formal de computación es lo de lamáquina Turing. Las máquinas Turing
pueden simular cualquier algoritmo con pérdida de eficiencia insignificante utilizando
una sola estructura de datos: una sucesión de sı́mbolos escrita en una cinta (infinita) que
permite borrar y imprimir sı́mbolos. Formalmente, se defineuna máquina TuringM =
(K,Σ, δ, s) por

(I) un conjunto finito deestadosK,

(II ) un conjunto finito deśımbolosΣ, que se llama elalfabetodeM que contiene dos
sı́mbolos espaciales⊔, ⊲ ∈ Σ,

(III ) unafunción de transicíon

δ : K × Σ→ (K ∪ {“alto” , “sı́” , “no”})× Σ× {→,←,−}, (3.1)

(IV ) un estado dealto “alto”, un estado deacepto“sı́” y un estado derechazo“no” y

(V) direccionesdel puntero:→ (derecha),← (izquierda) y− (sin mover).

La funciónδ captura el “programa” de la máquina. Si el estado actual esq ∈ K y el
sı́mbolo actualmente bajo el puntero esσ ∈ Σ, la funciónδ nos da

δ(q, σ) = (p, ρ,D), (3.2)

dondep es el estado nuevo,ρ es el sı́mbolo que será escrito en el lugar deσ yD ∈ {→,←
,−} es la dirección a la cual moverá el puntero. Si el puntero mueve fuera de la sucesión
de entrada a la derecha, el sı́mbolo que es leı́do es siempre⊔ (un sı́mbolo blanco) hasta
que la máquina lo reemplaza por imprimir algo en esa posici´on de la cinta. El largo de la

31
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cinta en todo momento es la posición más a la derecha leı́dopor la máquina, es decir, la
mayor cantidad de posiciones utilizada por la máquina hasta actualidad.

Cada programa comienza con la máquina en el estado inicials con la cinta inicializada
a contener⊲x, dondex es una sucesión finita de sı́mbolos en(Σ − {⊔})∗, y el puntero
puntando a⊲ en la cinta. La sucesiónx es la entrada de la máquina.

Se dice que la máquina se hadetenidosi se ha llegado a uno de los tres estados de alto
{“alto” , “sı́” , “no”}. Si la máquina se detuvo en “sı́”, la máquinaaceptala entrada. Si la
máquina se detuvo en “no”, la máquinarechazasu entrada. LasalidaM(x) de la máquina
M con la entradax se define como

(I) M(x) = “sı́” si la máquina aceptax,

(II ) M(x) = “no” si la máquina rechazax,

(III ) M(x) = y si la máquina llega a “alto” y⊲y ⊔⊔ . . . es la sucesión escrita en la cinta
deM en el momento de detenerse y

(IV ) M(x) =ր siM nunca se detiene con la entradax.

Un ejemplo es la máquina siguiente para el cómputo den + 1 dadon ∈ Z, n > 0, en
representación binaria. Tenemos dos estadoss y q (además del estado “alto”) y cuatro
sı́mbolos:Σ = {0, 1,⊔, ⊲}. La función de transiciónδ se define como

p ∈ K σ ∈ Σ δ(p, σ)
s, 0 (s, 0,→)
s, 1 (s, 1,→)
s, ⊔ (q,⊔,←)
s, ⊲ (s, ⊲,→)
q, 0 (“alto” , 1,−)
q, 1 (q, 0,←)
q, ⊲ (“alto” , ⊲,→)

Unaconfiguracíon (q, w, u) es tal queq ∈ K es el estado actual yw, u ∈ Σ∗ tal quew es
la parte de la sucesión escrita en la cinta a laizquierdadel puntero, incluyendo el sı́mbolo
debajo del puntero actualmente, yu es la sucesión a la derecha del puntero.

La relación “rinde en un paso”
M→ es la siguiente:

(q, w, u)
M→ (q′, w′, u′) (3.3)

ası́ que siσ es el último sı́mbolo dew y δ(q, σ) = (p, ρ,D), aplica queq′ = p y losw′

y u′ se construye según(p, ρ,D). Por ejemplo, siD =→, tenemosw′ igual aw con el
último sı́mbolo reemplazado porρ y el primer sı́mbolo deu concatenado. Siu es vacı́a,
se adjunta un⊔ aw. Si u no es vacı́a,u′ es comou pero sin el primer sı́mbolo, y siu es
vacı́a,u′ también la es.
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Para la relación “rinde enk pasos”, definimos

(q, w, u)
M→

k

(q′, w′, u′) (3.4)

si y sólo si existen configuraciones(qi, wi, ui), i = 1, . . . , k + 1 ası́ que

(I) (q, w, u) = (q1, w1, u1),

(II ) (qi, wi, ui)
M→ (qi+1, wi+1, ui+1), i = 1, . . . , k y

(III ) (q′, w′, u′) = (qk+1, wk+1, uk+1).

La relación de “rinde en general” definimos como

(q, w, u)
M→

∗
(q′, w′, u′) (3.5)

si y sólo si∃k ≥ 0 tal que(q, w, u)
M→

k

(q′, w′, u′). La relación
M→

∗
es la clausura transitiva

y reflexiva de
M→.

Las máquinas Turing son una representación bastante natural para resolver muchos pro-
blemas sobre sucesiones, como por ejemplo reconocer lenguajes: seaL ⊂ (Σ − {⊔})∗
un lenguaje. Una máquina TuringM decideel lenguajeL si y sólo si para toda sucesión
x ∈ (Σ− {⊔})∗ aplica que six ∈ L,M(x) = “sı́” y si x 6∈ L,M(x) = “no”. La clase de
lenguajes decididos por alguna máquina Turing son los lenguajesrecursivos.

Una máquina Turingaceptaun lenguajeL si para toda sucesiónx ∈ (Σ \ {⊔})∗ aplica
que six ∈ L,M(x) = “sı́”, pero six 6∈ L,M(x) =ր. Los lenguajes aceptados por algún
máquina Turing sonrecursivamente numerables. Nota que siL es recursivo, también es
recursivamente numerable.

Para resolver un problema de decisión por una máquina Turing, lo que se hace es decidir
un lenguaje que consiste de representaciones de las instancias del problema que corres-
ponden a la respuesta “sı́”. Los problemas de optimizaciónestán resueltos por máquinas
Turing que hagan el cómputo de una función apropiada de sucesiones a sucesiones, re-
presentando tanto la entrada como la salida en formato de sucesiones con un alfabeto
adecuado.

Técnicamente, cualquier “objeto matemático finito” puede ser representado por una su-
cesión finita con un alfabeto adecuado. Por lo general, números siempre deberı́an estar
representados como números binarios.

Por ejemplo, para representar grafos, se puede preparar unasucesión con información de
n y después los elementos de su matriz de adyacencia. Si existen varias maneras de hacer
la codificación, todas las representaciones tienen largospolinomialmente relacionados:
siendoN el largo de una representación de una dada instancia, las otras tienen largo no
mayor ap(N) dondep() es algún polinomio. La única excepción es la diferencia entre la
representación singular (inglés: unary) en comparación con la representación binaria: la
singular necesita una cantidad exponencial de sı́mbolos enla cinta.



34 CAPÍTULO 3. MODELOS DE COMPUTACÍON

Cuadro 3.1: Instrucciones de las máquinas de acceso aleatorio (RAM ). Aquı́j es un entero,
rj es el contenido actual del registroRj , ij es el contenido del registro de entradaIj. La
notaciónx significa que puede ser reemplazado por cualquier de los tresoperadoresj, ↑ j
o = j — x′ es el resultado de tal reemplazo.κ es el contador del programa que determina
cual instrucción deΠ se está ejecutando.

Instrucci ón Operando Seḿantica
READ j r0 := ij
READ ↑ j r0 := irj

STORE j rj := r0
STORE ↑ j rrj

:= r0
LOAD x r0 := x′

ADD x r0 := r0 + x′

SUB x r0 := r0 − x′
HALF r0 := ⌊ r0

2
⌋

JUMP j κ := j
JPOS j si r0 > 0, κ := j
JZERO j si r0 = 0, κ := j
JNEG j si r0 < 0, κ := j
HALT κ := 0

3.2. Máquinas de acceso aleatorio (RAM )

Una pregunta interesante es si se puede implementarcualquier algoritmo como una
máquina Turing. Hay una conjectura que dice que cualquier intento razonable de mo-
delado matemático de algoritmos computacionales y su eficacia (en términos de tiempo
de ejecución) resultará en un modelo de computación y costo de operaciones que es equi-
valente, con diferencia polinomial, a lo de máquinas Turing.

Un modelo ideal de computación es lo de máquinas de acceso aleatorio (inglés: random
access machines, RAM ) . Un RAM es capaz de manejar números enteros de tamaño arbi-
trario. La estructura de datos de un RAM es un arreglo deregistrosR0, R1, R2, . . ., cada
uno con capacidad de un entero cualquiera, posiblemente negativo. Un programa RAM es
una sucesión finita de instrucciones de tipo assembler,Π = (π1, π2, . . . , πm). La entrada
al programa está guardada en un arreglo finito de registros de entradaI1, I2, . . . , In.

El primer registror0 sirve como una acumuladora y las instrucciones posibles se muestra
en el cuadro 3.1

Unaconfiguracíones un parC = (κ,R), dondeκ es el contador del programa que deter-
mina cual instrucción deΠ se está ejecutando yR = {(j1, rj1), (j2, rj2), . . . , (jk, rjk

)} es
un conjunto finito de pares registro-valor. La configuración inicial es(1, ∅). Se define una



3.2. MÁQUINAS DE ACCESO ALEATORIO (RAM) 35

Cuadro 3.2: Una RAM para computar la funciónφ(x, y) = |x− y| para enteros arbitrarios
x, y. La entrada del ejemplo esI = (6, 10), o sea,x = 6 y y = 10, lo que nos da como
resultadoφ(I) = 4. Las configuraciones para el ejemplo se muestra a la derecha,mientras
el programa general está a la izquierda.

Programa Configuración
READ 2 (1, ∅)
STORE 2 (2, {(0, 10)})
READ 1 (3, {(0, 10), (2, 10)})
STORE 1 (4, {(0, 6), (2, 10)})
SUB 2 (5, {(0, 6), (2, 10), (1, 6)})
JNEG 8 (6, {(0,−4), (2, 10), (1, 6)})
HALT (8, {(0,−4), (2, 10), (1, 6)})
LOAD 2 (9, {(0, 10), (2, 10), (1, 6)})
SUB 1 (10, {(0, 4), (2, 10), (1, 6)})
HALT (0, {(0, 4), (2, 10), (1, 6)})

relación de un paso

(κ,R)
Π,I→ (κ′,R′) (3.6)

entre las configuraciones para un programa RAM Π y una entradaI den instrucciones:
κ′ es el valor nuevo deκ después de haber ejecutado la instrucción en posiciónκ (nota
que no es necesariamenteκ′ = κ + 1) y R′ es una versión posiblemente modificada de
R donde algún par(j, x) puede haber sido removido y algún par(j′, x′) añadido según la

instrucción en posiciónκ del programaΠ. Esta relación induce otras relaciones
Π,I→

k

(“da

enk pasos”) y
Π,I→

∗
(“da eventualmente”) como en el caso de las máquinas Turing.

SiD es una sucesión finita de enteros, se dice que una máquina deacceso aleatoriocom-
puteuna funciónφ : D → Z si y sólo si para todaI ∈ D aplica que

(1, ∅) Π,I→
∗

(0,R) (3.7)

ası́ que(0, φ(I)) ∈ R. Como un ejemplo, tenemos la RAM que computa la función
φ(x, y) = |x− y| en el cuadro 3.2.

El modelo de tiempo de ejecución es el siguiente: la ejecución de cada instrucción cuenta
como un paso de computación. La abstracción normalmente considerala sumación de en-
teros grandes como es algo que no se puede hacer rápidamente. También hay que tomar
en cuenta que multiplicación no está incluida como instrucción y que se implementa por
sumación repetida. El tamaño de la entrada se considera enlogaritmos: seabi una repre-
sentación binaria del valor absoluto un enteroi sin ceros no significativos al comienzo.
Para valores negativos, pensamos que hay un bit “gratuito” para el signo. El largo del
entero en el contexto RAM es el número de bits enbi. El largo de la entrada enteraL(I)
es la suma de los largos de los enteros en estos términos.
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Se dice que un programa RAM Π computauna funciónφ : D → Z en tiempof(n) donde
f : N+ → N+ si y sólo si para todaI ∈ D aplica que

(1, ∅) Π,I→
k

(0,R) (3.8)

ası́ quek ≤ f(L(I)).

Con una RAM , se puede simular una máquina TuringM con un alfabetoΣ =
{σ1, . . . , σk} con pérdida lineal de eficiencia. El rango de entradas posibles para la
RAM simulando aM es

DΣ = {(i1, . . . , in, 0) | n ≥ 0, 1 ≤ ij ≤ k, j = 1, . . . , n}. (3.9)

Para un lenguajeL ⊂ (Σ − {⊔})∗, hay que definir una funciónφL : DΣ 7→ {0, 1}
ası́ queφL(i1, . . . , in, 0) = 1 si y sólo siσi1 · · ·σin ∈ L. La tarea de decidir el lenguaje
L es equivalente a la tarea de computarφL. La idea de la construcción es preparar una
subrutina RAM para simular cada transición de una máquina TuringM que decideL. Eso
se puede probar formalmente, llegando a la teorema siguiente:

Teorema 3.1.Dado un lenguajeL que se puede decidir en tiempof(n) por una máquina
Turing, existe una RAM que computa la funciónφL en tiempoO (f(n)).

También funciona viceversa: cada RAM se puede simular con una máquina Turing con
pérdida de eficiencia polinomial. Primero hay que representar la sucesión de entradaI =
(i1, . . . , in) de enteros como una cadenabI = b1; b2; . . . ; bn dondebj es la representación
binaria del enteroij . Ahora seaD un conjunto de sucesiones finitas de enteros yφ : D →
Z. Se dice que una máquina TuringM computaφ si y sólo si para cualquierI ∈ D aplica
queM(bI) = bφ(I), dondebφ(I) es la representación binaria deφ(I).

La prueba de este resultado utiliza máquinas Turing consietecintas. Para muchos casos,
es más fácil considerar máquinas Turing decintas ḿultiples, aunque todas esas máqui-
nas pueden ser simuladas por una máquina Turing ordinaria.Las siete cintas sirven los
propósitos siguientes:

(I) una cinta para la entrada,

(II ) una cinta para representar los contenidos de los registrosen su representación bi-
naria, como pares de número de registro y su contenido separados por el sı́mbolo
“;”,

(III ) una cinta para el contador de programaκ,

(IV ) una cinta para el número de registro que se busca actualmente y

(V) tres cintas auxiliares para usar en la ejecución de las instrucciones.

Teorema 3.2.Si un programa RAM compute la funciónφ en tiempof(n), existe nece-
sariamente una máquina TuringM de siete cintas que compute la misma funciónφ en
tiempoO (f(n)3).
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La idea es que cada instrucción del programa RAM Π se implementa por un grupo de es-
tados deM . En la segunda cinta de la máquina hayO (f(n)) pares. Se necesitaO (ℓf(n))
pasos para simular una instrucción deΠ, dondeℓ es el tamaño máximo de todos los ente-
ros en los registros. Entonces, simulación deΠ conM requiereO (ℓf(n)2) pasos.

Todavı́a habrá que establecer queℓ = O (f(n)) para llegar a tener Teorema 3.2. Cuando
se ha ejecutadot pasos del programaΠ con la entradaI, el contenido de cada registro tie-
ne largo máximot+Li + bj dondej es el entero mayor referido a el cualquier instrucción
deΠ. Esto es válido parat = 0. Por inducción, probamos que si esto es verdad hasta el
paso númerot−1, será válido también en el paso númerot. Para establecer la prueba por
inducción, hay que analizar los casos de diferentes tipos de instrucciones. Las instruccio-
nes que son saltos, HALT, LOAD, STORE o READ no crean valores nuevos, por lo cual
no alteran la validez de la proposición. Para la operaciónaritmética ADD de dos enterosi
y j, el largo del resultado es uno más el largo del operando mayor (por aritmética binaria),
y como el operando mayor tiene largo máximot− 1 + LI + bj , hemos establecido

1 + t− 1 + LI + bj = t+N(I) +N(B) (3.10)

y ası́ llegado a validar el Teorema 3.2.

3.3. Máquinas Turing no deterministas

El modelo de máquinas Turingno deterministas(NTM) no son un modelo realı́stico de
computación, pero nos va a servir mucho para definir complejidad computacional. Se
puede simular cada máquina Turing no determinista con una máquina Turing determinista
con una pérdida exponencial de eficiencia. La pregunta interesante — y abierta — es si
es posible simularlas con pérdida solamente polinomial deeficiencia.

Una máquina Turing no determinista es un cuádrupleN = (K,Σ,∆, s) donde la diferen-
cia a una máquina Turing determinista es que ahora∆ no es una función de transición,
pero unarelación de transicíon:

∆ ⊂ (K × Σ)× [(K ∪ {“alto” , “sı́” , “no”})× Σ× {→,←,−}]. (3.11)

La definición de una configuración no cambia, pero la relación de un paso generaliza:

(q, w, u)
N→ (q′, w′, u′) si y sólo si la transición está representada por algún elemento en

∆.

Cualquier computación deN es una secuencia de selecciones no deterministas. Una
máquina Turing no deterministaaceptasu entrada si existe alguna secuencia de selec-
ciones no deterministas que resulta en el estado de aceptación “sı́”. Una máquina Turing
no deterministarechazasu entrada si no existe ninguna secuencia de selecciones no deter-
ministas que resultara en “sı́”. Elgrado de no determinismode una NTM N es la cantidad
máxima de movimientos para cualquier par estado-sı́mboloen∆.
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Se dice que una NTM N decide un lenguajeL si y sólo si para todox ∈ Σ∗ aplica lo
siguiente:

x ∈ L si y sólo si(s, ⊲, x)
N→

∗
(“sı́” , w, u) (3.12)

para algunas cadenasw y u.

Además, una NTM N decide un lenguajeL en tiempof(n) si y sólo siN decideL y para
todox ∈ Σ∗ aplica lo siguiente:

(
(s, ⊲, x)

N→
k

(q, w, u)
)
⇒
(
k ≤ f(|x|)

)
. (3.13)

Esto quiere decir que todos los caminos de computación en elárbol de las decisiones no
deterministas tiene largo máximof(|x|).

3.4. Máquina Turing universal

Como las hemos definido, cada máquina Turing es capaz de resolver un cierto problema.
Ahora definimos una máquina TuringuniversalU la entrada de la cual esla descripcíon
de una ḿaquina TuringM junto con una entradax paraM y la función deU es tal que
U simula aM conx ası́ queU(M ; x) = M(x).

Habrá que ver cómo representar una máquina Turing por unacadena se sı́mbolos de algún
alfabeto. Dada una máquina TuringM = (K,Σ, δ, s), podemos codificarlo utilizando
números enteros de la manera siguiente, dondeς = |Σ| y k = |K|:

Σ = {1, 2, . . . , ς} ,
K = {ς + 1, ς + 2, . . . , ς + k} ,

dóndes = ς + 1 y finalmente
{←,→,−, “alto” , “sı́” , “no”} = {ς + k + 1, ς + k + 2, . . . , ς + k + 6} .

(3.14)

Ahora, para lograr un alfabeto finito, codificamos todo esto con las representaciones bina-
rias y el sı́mbolo “;”:M = (K,Σ, δ, s) está representada porMb = bΣ; bK ; bδ donde cada
enteroi está representado comobi con exactamente⌈log(ς+k+6)⌉ bits y la codificación
deδ es una secuencia de pares((q, σ), (p, ρ,D)) de la función de transiciónδ utilizando
las representaciones binarias de sus componentes.

La máquina universalU necesita además de la cinta de entrada donde tienex, una cinta
S1 para guardar la descripciónMb deM y otra cintaS2 para guardar la configuración
actual deM , (q, w, u). Cada paso de la simulación consiste de tres fases:

(I) Buscar enS2 para el entero que corresponde al estado actual deM .

(II ) Buscar enS1 para la regla deδ que corresponde al estado actual.

(III ) Aplicar la regla.

(IV ) En cuantoM para, tambiénU para.
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3.5. Máquina Turing precisa

SeaM una máquina Turing con múltiples cintas, determinista o no, con o sin entrada y
salida. La máquinaM esprecisasi existen funcionesf y g tales que para todon ≥ 0,
para toda entradax del largo |x| = n y para cada computación deM aplica queM
para después de exactamentef(|x|) pasos de computación y todas sus cintas que no son
reservados para entrada o salida tienen largo exactamenteg(|x|) cuandoM para.

Dada una máquinaM (determinista o no) que decide el lenguajeL en tiempof(n) donde
f es una función correcta de complejidad. Entonces necesariamente existe una máquina
Turing precisaM ′ que decideL en tiempoO (f(n)). La construcción de tal máquina
M ′ es ası́ queM ′ usaMf para computar una “vara de medir”⊓f(|x|) y simulaM o por
exactamentef(|x|) pasos. Lo mismo se puede definir para espacio en vez de tiempo,
alterando la construcción deM ′ ası́ que en la simulación deM , se ocupa exactamente
f(|x|) unidades de espacio.
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Caṕıtulo 4

Complejidad computacional de
problemas

4.1. Clases de complejidad de tiempo

Empezamos a definirclases de complejidadcomputacional a través de las máquinas Tu-
ring deterministas y no deterministas:

Definición 4.1.Una clase de complejidadTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajesL
tales que una máquina Turing (determinista) decideL en tiempof(n).

Definición 4.2.Una clase de complejidadNTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajesL
tales que una máquina Turingno deterministadecideL en tiempof(n).

Definición 4.3.El conjuntoP contiene todos los lenguajes decididos por máquinas Turing
(deterministas) en tiempopolinomial,

P =
⋃

k>0

TIME
(
nk
)
. (4.1)

Definición 4.4.El conjuntoNP contiene todos los lenguajes decididos por máquinas Tu-
ring no deterministasen tiempopolinomial,

NP =
⋃

k>0

NTIME
(
nk
)
. (4.2)

41
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Teorema 4.3.Supone que una NTM N decide un lenguajeL en tiempof(n). Entonces

existe una máquina Turing deterministaM que decideL en tiempoO
(

c
f(n)
N

)

, donde

cN > 1 es un constante que depende deN . Eso implica que

NTIME (f(n)) ⊆
⋃

c>1

TIME
(
cf(n)

)
. (4.3)

Para comprobar Teorema 4.3, seaN = (K,Σ,∆, s) una NTM y denota pord el grado de
no determinismo deN . Numeramos las opciones disponibles a cada momento de decisión
con los enteros0, 1, . . . , d − 1. Entonces, la secuencia de selecciones en un camino de
computación deN se representa como una secuencia det enteros. La máquinaM que
puede simular aN necesita considerartodas las secuenciasposibles en orden de largo
creciente y simula el conducto deN para cada secuencia fijada en turno, es decir, con
la secuencia(c1, c2, . . . , ct) la máquinaM simula las acciones que hubiera tomadoN si
N hubiera elegido la opciónci en su selección númeroi durante sus primerost pasos de
computación.

Si M llega a simular una secuencia que resulta a “sı́” enN , M también termina con
“sı́”. Si una secuencia no resulta en “sı́” paraN , la máquinaM continua con la siguiente
secuencia en su lista. Después de haber simulado todas las secuencias sin llegar a “sı́” (o
sea, siempre ha llegado a “no” o “alto”),M rechaza la entrada.

La cota de tiempo de ejecuciónO
(
cf(n)

)
resulta como el producto del número total de

secuencias posibles
f(n)
∑

t=1

dt = O
(
df(n)+1

)
(4.4)

y el costo de simular cada secuenciaO
(
2f(n)

)
.

4.2. Clases de complejidad de espacio

Para considerar complejidad del espacio, o sea, la necesidad de memoria, hay que definir
una NTM con cintas múltiples. Dada una NTM N conk cintas, se dice queN decide a un
lenguajeL dentro de espaciof(n) siN decideL y para todox ∈ (Σ \ {⊔})∗ aplica que

(
(s, ⊲, x, ⊲, ǫ, . . . , ⊲, ǫ, )

N→
∗

(q, w1, u1, . . . , wk, uk)
)
⇒

k−1∑

i=2

|wiui| ≤ f(|x|),
(4.5)

donde|wiui| es el largo (en cantidad de sı́mbolos) de la cadena concatenada de las dos
cadenaswi y ui.
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4.3. Problemas sin solucíon

Existen más lenguajes que máquinas de Turing. Entonces, habrá que existir lenguajes
que no son decididos por ninguna máquina Turing. Un problema que no cuente con una
máquina Turing se llama un problema una problemasin solucíon (inglés: undecidable
problem). Un problema sin solución muy famoso es el problema HALTING :

Problema 4.1:HALTING

Dado: una descripciónMb de una máquina TuringM y una entrada
x

Pregunta: ¿va a pararM cuando se ejecuta conx?

El lenguaje que corresponde al HALTING es simplemente

H = {Mb; x |M(x) 6=ր}, (4.6)

dondeMb es una descripción deM . Resulta que HALTING es recursivamente numerable,
lo que se puede comprobar por modificar un poco la máquina Turing universalU . La
máquina modificadaU ′ es tal que cada estado de alto deU está reemplazada con “sı́”.
Entonces, siMb; x ∈ H, por definiciónM(x) 6=ր por lo cualU(Mb; x) 6=ր, que resulta
en U ′(Mb; x) = “sı́”. Al otro lado, siMb; x 6∈ H, aplica queM(x) = U(Mb; x) =
U ′(Mb; x) =ր.

Sin embargo, HALTING ño es recursivo: supone queH sea recursivo, o sea, alguna máqui-
na TuringMH decideH. Dada la máquinaD con entradaM tal que

D(Mb) =

{
ր, siMH(Mb;Mb) = “sı́” ,
“sı́” , en otro caso.

(4.7)

tomamos la representación deD misma,Db. ¿Qué es el resultado deD(Db)? Si
D(Db) =ր, tenemosMH(Db;Db) = “sı́” que implica queD(Db) 6=ր y llegamos a
una contradicción. Entonces, siD(Db) 6=ր, tenemosMH(Db, Db) 6= “sı́”. Pero como
MH es la máquina que decideH, MH(Db, Db) = “no”, por lo cualDb;Db 6∈ H, o sea,
D(Db) =ր, que nos da otra contradicción. EntoncesH no puede ser recursivo.

4.4. Problema complemento

Dado un alfabetoΣ y un lenguajeL ⊆ Σ∗, el complementodel lenguajeL es el lenguaje

L̄ = Σ∗ \ L. (4.8)

En el contexto de problemas de decisión, si la respuesta para el problemaA con la entrada
x es “sı́”, la respuesta para suproblema complementoA Complement es “no” y viceversa:

A Complement(x) = “sı́” si y sólo siA(x) = “no” . (4.9)
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Teorema 4.4.Si un lenguajeL es recursivo, su complementōL también lo es.

Teorema 4.5.Un lenguajeL es recursivo si y sólo si los ambos lenguajesL y L̄ son
recursivamente numerables.

Cada lenguaje recursivo es también recursivamente numerable. En la otra dirección la
demostración necesita un poco más atención: vamos a simular con una máquinaS las dos
máquinasML y ML̄ con la misma entradax tomando turnos paso por paso. SiML acepta
ax, S dice “sı́” y siML̄ acepta ax, S dice “no”.

Entonces, el complementōH deH (el lenguaje del problema HALTING ) no es recursiva-
mente numerable. Resulta que cualquier propiedad no trivial de las máquinas Turing no
tiene solución:

Teorema 4.6.(Teorema de Rice) SeaR el conjunto de lenguajes recursivamente numera-
bles y∅ 6= C ⊂ R. El siguiente problema es sin solución: dada una máquina TuringM ,
¿aplica queL(M) ∈ C siL(M) es el lenguaje aceptado porM?

4.5. Algunos problemas fundamentales

4.5.1. Problemas de ĺogica booleana

El problema desatisfiabilidad(SAT) es el siguiente:

Problema 4.2:SAT

Dado: una expresión booleanaφ en CNF

Pregunta: ¿esφ satisfactible?

Utilizando tablas completas de asignaciones, se puede resolver el problema SAT en tiempo
O (n2 · 2n). Aplica que SAT ∈ NP, pero no se sabe si SAT está también enP.

Para demostrar que SAT ∈ NP, formulamos una máquina Turing no determinista para
examinar siφ es satisfactible: asignamos para cada variablexi ∈ X(φ) de una manera no
determinista un valorT (x) := ⊤ o alternativamenteT (x) := ⊥. Si resulta queT |= φ,
la respuesta es “sı́”. En el otro caso, la respuesta es “no”. El problema complemento de
SAT es:

Problema 4.3:SAT Complement

Dado: una expresión booleanaφ en CNF

Pregunta: ¿esφ no satisfactible?
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Una clase especial de interés de SAT es la versión donde solamentecláusulas Hornestán
permitidos. Una cláusula Horn es una disyunción que contiene por máximo un literal
positivo (es decir, todas menos una variable tienen que ser negadas). Si una cláusula Horn
contiene un literal positivo, se llamaimplicaciónpor la razón siguiente: la cláusula Horn

(
(¬x1) ∨ (¬x2) ∨ . . . (¬∨)xk ∨ xp

)
(4.10)

es lógicamente equivalente a la expresión

(x1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xl)→ xp (4.11)

por las reglas de transformación de la sección 1.7.1. El problema HORNSAT es el siguien-
te:

Problema 4.4:HORNSAT

Dado: una expresión booleanaφ que es una conjunción de cláusu-
las Horn

Pregunta: ¿esφ satisfactible?

Resulta que HORNSAT sı́ tiene un algoritmo polinomial, por lo cual HORNSAT ∈ P. El
algoritmo para determinar satisfiabilidad para una expresiónφ que consiste de cláusulas
Horn es lo siguiente:

(I) InicializaT := ∅ y el conjuntoS para contener las cláusulas.

(II ) Si hay una implicación

φi = (x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn)→ y ∈ S

tal que(X(φi) \ {y}) ⊆ T peroy /∈ T , haz quey sea verdadera por asignarT :=
T ∪ {y}.

(III ) Si T cambió, vuelve a repetir el pasoII .

(IV ) Cuando ya no haya cambios enT , verifica para todas las cláusulas enS que consis-
ten de puros literales negados,φi = ¬x1 ∨ · · · ∨ ¬xn:

Si existe un literal¬xi tal quexi /∈ T , el resultado es queφi essatisfactible.

Si no existe tal literal, el resultado es queφi esno satisfactibley ası́φ tampoco
lo es.

(V) Si todas las cláusulas negativas son satisfactibles,φ también lo es.

Problema 4.5:CIRCUITSAT
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Dado: un circuito booleanoC
Pregunta: ¿existe una asignaciónT : X(C)→ {⊤,⊥} tal que la sali-

da del circuito tenga el valor verdad?

Problema 4.6:CIRCUITVALUE

Dado: un circuito booleanoC que no contenga variables
Pregunta: ¿tiene el valor⊤ la salida del circuito?

CIRCUITSAT ∈ NP, pero CIRCUITVALUE ∈ P. Para CIRCUITVALUE , no es necesario
definir unT comoX(C) = ∅.

4.5.2. Problemas de grafos

Problema de alcance (REACHABILITY )

Un problema básico de grafos es el problema dealcance:

Problema 4.7:REACHABILITY

Dado: un grafoG = (V,E) y dos vérticesv, u ∈ V
Pregunta: ¿existe un camino dev au?

Su problema complemento es obviamente

Problema 4.8:REACHABILITY Complement

Dado: un grafoG = (V,E) y dos vérticesv, u ∈ V
Pregunta: ¿es verdad que no existe ningún camino dev au?

Un algoritmo básico para REACHABILITY es el algoritmo Floyd-Warshall que además
resuelve no solamente la existencia de los caminos pero en grafos ponderados encuentra
los caminos más cortos. El algoritmo compara todos los caminos posibles entre todos los
pares de vértices en un grafo de entrada. El algoritmo construye de una manera incre-
mental estimaciones a los caminos más cortos entre dos vértices hasta llegar a la solución
óptima.

Etiquetamos los vértices deG = (V,E) tal queV = {1, 2, . . . , n}. Utilizamos como
subrutinacc(i, j, k) que construye el camino más corto entre los vérticesi y j pasando
solamentepor vértices con etiqueta menor o igual ak. Para construir un camino dei a j
con solamente vértices intermedios con menores o iguales ak+1, tenemos dos opciones:
la primera es que el camino más corto con etiquetas menores oiguales ak + 1 utiliza
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solamente los vértices con etiquetas menores o iguales ak o que existe algún camino que
primero va dei ak+1 y después dek+1 aj tal que la combinación de estos dos caminos
es más corto que cualquier camino que solamente utiliza vértices con etiquetas menores
ak + 1. Esta observación nos ofrece una formulación recursiva decc():

cc(i, j, k) = mı́n {cc(i, j, k − 1),cc(i, k, k − 1) + cc(k, j, k − 1)} , (4.12)

con la condición inicial siendo para grafos ponderados quecc(i, j, 0) = w(i, j) donde
w(i, j) es el peso de la arista(i, j) ∈ E y para grafos no ponderadoscc(i, j, 0) = 1
para cada arista deG = (V,E). En ambos casos, para los pares queno corresponden a
una arista,cc(i, j, 0) = ∞. Los pesos tienen que ser no negativos para que funcione el
algoritmo.

Iterando esto para computarcc(i, j, k) primero conk = 1, después conk = 2, conti-
nuando hastak = n para cada par. Lo conveniente es que la información de la iteraciónk
se puede reemplazar con la de la iteraciónk + 1. Entonces, el uso de memoria es lineal.
El tiempo de computación esO (n3) — es un ejercicio fácil ver porqué.

Ciclos y caminos de Hamilton

Los problemas de decidir si un grafo de entrada contiene un camino o un ciclo de Hamil-
ton son los siguientes:

Problema 4.9:HAMILTON PATH

Dado: un grafoG = (V,E)
Pregunta: ¿existe un caminoC enG tal queC visite cada vértice exac-

tamente una vez?

Problema 4.10:HAMILTON CYCLE

Dado: un grafoG = (V,E)
Pregunta: ¿existe un cicloC enG tal queC visite cada vértice exac-

tamente una vez?

Un problema de optimización basada en el problema de decisión HAMILTON CYCLE es
el problema del viajante (de comercio)(inglés: travelling salesman problem) TSP es una
versión en un grafo ponderado: habrá que encontrar un ciclo de Hamilton con costo mı́ni-
mo, donde el costo es la suma de los pesos de las aristas incluidas en el ciclo.

La problema de decisión que corresponde a la versión ponderada es TSPD:

Problema 4.11:TSPD
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Dado: un grafo ponderadoG = (V,E) con pesos en las aristas y
un constantec

Pregunta: ¿existe un cicloC enG tal queC visite cada vértice exac-
tamente una vez y que la suma de los pesos de las aristas de
C sea menor o igual ac?

Camarilla y conjunto independiente

El problema de camarilla (CLIQUE) trata de la existencia de subgrafos completos, o sea,
conjuntos de vérticesC ⊆ V tales que∀v, u ∈ C aplica que{v, u} ∈ E:

Problema 4.12:CLIQUE

Dado: grafo no dirigidoG = (V,E) y un enterok > 0
Pregunta: ¿existe un subgrafo completo inducido por el conjuntoC ⊆

V tal que|C| = k?

Un problema muy relacionado es el problema deconjunto independiente(INDEPENDENT

SET) que es un conjuntoI ⊆ V tal que∀v, u ∈ I aplica que{v, u} /∈ E:

Problema 4.13:INDEPENDENT SET

Dado: grafo no dirigidoG = (V,E) y un enterok > 0
Pregunta: ¿existe un subgrafo inducido por el conjuntoI ⊆ V tal que

|I| = k y que no contenga arista ninguna.?

Una observación importante es que siC es una camarilla enG = (V,E),C es un conjunto
independiente en el grafo complementoḠ.

Acoplamiento

Un acoplamiento(inglés: matching) es un conjuntoM ⊆ E de aristas disjuntas no
adyacentes. Un vérticev estáacopladosiM contiene una arista incidente av. Si no
está acoplado, el vértice estálibre. La figura 4.1 muestra un ejemplo simple.

Un acoplamiento ḿaximoMmáx es uno que contiene el número máximo posible de aris-
tas. No es necesariamente único. Unacoplamiento maximaltiene la propiedad de todas
las aristas queno pertenecenaM están adyacentes a por lo menos una arista enM. En-
tonces, si se añade una arista a talM, el conjunto que resulta ya no es un acoplamiento.
Todos los acoplamientos máximos deben ser maximales, perono todos los maximales
deben de ser máximos.
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Figura 4.1: Un acoplamiento de un grafo pequeño: las aristas gruesas negras forman el
acoplamiento y los vértices azules están acoplados.

El número de acoplamientodeG = (V,E) es |Mmáx |. El número de vértices libres
(dadoG yM) se llama eldéficitdel acoplamiento enG. Un acoplamiento perfectocubre
todos los vértices del grafo. Cada acoplamiento perfecto es máximo y maximal y tiene un
número de acoplamiento igual a|n|

2
.

Para mejorar un acoplamiento existente, se utiliza el método decaminos aumentantes. Un
camino alternantees un camino enG al cual sus aristas alternativamente pertenecen y no
pertenecen aM. Un camino aumentanteA es un camino alternante de un vértice librev
a otro vértice libreu.

Dado un camino aumentanteA, podemos realizar un intercambio de las aristas deA
incluidas enM para las aristas deA no enM para construir un acoplamiento nuevoM′

tal que|M′| = |M|+ 1, donde

M′ =
(
M\ (M∩A)

)
∪
(
A \ (M∩A)

)
. (4.13)

Un acoplamientoM es máximo si y sólo si no contiene ningún camino aumentante. La
figura 4.2 muestra un ejemplo del intercambio por un camino aumentante.

Figura 4.2: Un ejemplo del método de camino aumentante paramejorar un acoplamiento.
En azul se muestra el acoplamiento actual. Se puede aumentarel tamaño intercambiando
la pertenencia con la no pertenencia al acoplamiento de las aristas del camino aumentante
indicado.

El algoritmo Húngaroes un algoritmo de tiempoO (n3) que construye en base de la
matriz se adyacencia de un grafo de entradaG = (V,E) un subgrafo que contiene las
aristas de un acoplamiento máximo Es un algoritmo iterativo para eliminar aristas que no
formarán parte del acoplamiento y se acredita a Harold Kuhn(1955).
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Para problemas de acoplamiento, muy tı́picamente el grafo de entrada es bipartito. En
acoplamientos de grafos ponderados, se considera la suma delos valores de las aristas en
M y no solamente el número de aristas incluidas en el acoplamiento.

Cubiertas

Unacubierta(inglés: cover) es un subconjunto de vértices (o aristas)que de una manera
“cubre” todas las aristas (resp. todos los vértices).

Formalmente, unacubierta de aristases un conjuntoCE de aristas tal que para cada
vérticev ∈ V , C contiene una arista incidente av. Similarmente, unacubierta de v́ertices
es un conjuntoCV de vértices tal que para cada arista{v, w}, por lo menos uno de los
vértices incidentes está incluido enCV . La meta de las problemas relacionadas suele ser
encontrar un conjunto de cardinalidadḿınimaque cumpla con la definición. La figura 4.3
tiene ejemplos de los dos tipos de cubiertas.

Figura 4.3: Ejemplos de cubiertas: los vértices verdes cubren todas las aristas y las aristas
amarillas cubren todos los vértices.

Para un acoplamiento máximoM y una cubierta de aristas mı́nimaCE, aplica siempre que
|CE| ≥ |M|. Además, dado unM máximo, se puede fácilmente construir una cubierta
CE óptima. Un problema de decisión relacionado es el siguiente:

Problema 4.14:VERTEX COVER

Dado: un grafoG = (V,E) no dirigido y un enterok > 0
Pregunta: ¿existe un conjunto de vérticesC ⊆ V con |C| ≤ k tal que

∀{v, u} ∈ E, o v ∈ C o u ∈ C?

Existe una conexión fuerte entre conjuntos independientes y camarillas y cubiertas de
vértices : Un conjuntoI ⊆ V de un grafoG = (V,E) es un conjunto independiente si
y sólo siI es una camarilla en el grafo complemento deG. Además,I es un conjunto
independiente enG si y sólo siV \ I es una cubierta de vérticesG.

Flujos

Para problemas de flujos, tı́picamente se considera grafos ponderados (y posiblemente
dirigidos). Además se fijados v́ertices especiales: un vérticefuentes y un vérticesumi-
dero t. El grafo necesita ser conexo en un sentido especial:∀v ∈ V , existe un camino
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(dirigido en en caso de grafos dirigidos) del fuentes al sumiderot que pasa por el vérti-
ce v. Vértices que no cumplan con este requisito pueden ser eliminados en un paso de
preprocesamiento para preparar una instancia de un problema de flujos.

En el grafo de entrada ponderado, los valores de las aristas se llamancapacidades
c(v, w) ≤ 0. Para generalizar la definición de capacidad a ser una función sobre todos
los pares de vérticesc : V × V → R, se define:{v, w} /∈ E ⇒ c(v, w) = 0. La figura 4.4
muestra un ejemplo de un grafo que puede ser una instancia de un problema sobre flujos.
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Figura 4.4: Una instancia de ejemplo para problemas de flujos: los vértices grises son el
fuente (a la izquierda) y el sumidero (a la derecha). Se muestra la capacidad de cada arista.

Un flujo positivoes una funciónf : V × V → R que satisface dos restricciones: la
restricción de capacidad:

∀u, v ∈ V : 0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v) (4.14)

y la restricción deconservacíon de flujo: el flujo que entra es igual al flujo que sale,

∀u ∈ V \ {s, t} :
∑

v∈V

f(v, u) =
∑

v∈V

f(u, v). (4.15)

Cortes

Un corteC ⊆ V deG es unaparticióndel conjunto de vérticesV en dos conjuntos:C y
V \ C. En el caso especial de cortar un grafo de flujo, se exige ques ∈ C y t /∈ C. La
capacidad de un corteC en un grafo no ponderado es el número de las aristas que cruzan
deC aV \ C,

|{{v, u} ∈ E | v ∈ C,w /∈ C}| . (4.16)

Para un grafo ponderado la capacidad del corte es la suma de los pesos de las aristas que
cruzan deC aV \ C,

∑

v∈C
w/∈C

c(v, w). (4.17)

La figura 4.5 muestra una instancia de un problema de flujos concuatro cortes y sus
capacidades.
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Figura 4.5: Un ejemplo de un grafo que es una instancia de un problema de flujos. Se
muestra cuatro cortes con sus capacidades respectivas.

Un corte ḿınimodeG = (V,E) es un corte cuyacapacidad es ḿınimaentre todos los
cortes deG. El problema de encontrar el corte mı́nimo tiene solución polinomial. Además,
la capacidad del corte mı́nimo entre dos vérticess y t esigual al flujo máximo entres y
t. Cuando establecido un flujo en el grafo, la cantidad de flujo que cruza un corte es igual
a cada corte del grafo.

En la mayorı́a de las aplicaciones de cortes de grafos, los tamaños de los dos “lados” del
corte,|C| y |V \ C| no suelen ser arbitrarios. El problema dela máxima biseccíon es el
siguiente:

Problema 4.15:MAX BISECTION

Dado: un grafoG = (V,E) (tal quen es par) y un enterok > 0
Pregunta: ¿existe un corteC enG con capacidad mayor o igual ak tal

que|C| = |V \ C|?

Coloreo

Problema 4.16:k-COLORING

Dado: un grafo no dirigidoG = (V,E) y un enterok > 0
Pregunta: ¿existe una asignación de colores a los vértices deV tal que

ningún par de vérticesv, u ∈ V tal que{v, u} ∈ E tenga el
mismo color?
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Clases de complejidad

Es posible definir diferentes tipos de clases de complejidadcomputacional. Los requisitos
para definir una clase son

(I) fijar un modelo de computación (es decir, qué tipo de máquina Turing se utiliza),

(II ) la modalidad de computación: determinista, no determinista, etcétera,

(III ) el recurso el uso del cual se controla por la definición: tiempo, espacio, etcétera,,

(IV ) la cota que se impone al recurso (es decir, una funciónf correctade complejidad).

Una funciónf : N → N es una función correcta de complejidad si es no decrecientey
existe una máquina TuringMf dek cintas con entrada y salida tal que con toda entrada
x aplica queMf (x) = ⊓f(|x|), donde⊓ es un sı́mbolo “casi-blanco”, y ademásMf para
después deO (|x|+ f(|x|)) pasos de computación y utilizaO (f(|x|)) espacio en adición
a su entrada. Algunos ejemplos de funciones de complejidad son

c,
√
n, n, ⌈log n⌉, log2 n, n logn, n2, n3 + 3n, 2n, n!, (5.1)

donden es el parámetro de la función,f(n), y c es un constante. Dada dos funciones
correctas de complejidadf y g, tambiénf + g, f · g y 2f son funciones correctas.

Formalmente, unaclase de complejidades el conjunto de todos los lenguajes decididos
por alguna máquina TuringM del tipo I que opera en el modo de operación deII tal que
para todo entradax, M necesita al máximof(|x|) unidades del recurso definido enIII ,
dondef es la función deIV .

Dada una función correcta de complejidadf , obtenemos las clases siguientes:






tiempo

{
determinista TIME (f)
no determinista NTIME (f)

espacio

{
determinista SPACE (f)
no determinista NSPACE (f)

(5.2)

53
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Cuadro 5.1: La jerarquı́a de complejidad computacional conejemplos: arriba están las
tareas más fáciles y abajo las más difı́ciles.

Tiempo Clase Ejemplo
Problemas con algoritmos eficientes

O (1) P si un número es par o impar
O (n) P búsqueda de un elemento entren elementos
O (n log n) P ordenación den elementos
O (n3) P multiplicación de matrices
O
(
nk
)

P programación lineal
Problemas difı́ciles

O (n22n) NP-completo satisfiabilidad

Para definiciones más amplias, podemos utilizar una familia de funcionesf cambiando
un parámetrok ≥ 0, k ∈ Z: las clases más importantes ası́ obtenidas son

Definición de la clase Nombre
TIME

(
nk
)

=
⋃

j>0 TIME (nj) = P

NTIME
(
nk
)

=
⋃

j>0 NTIME (nj) = NP

SPACE
(
nk
)

=
⋃

j>0 SPACE (nj) = PSPACE

NSPACE
(
nk
)

=
⋃

j>0 NSPACE (nj) = NPSPACE

TIME

(

2nk
)

=
⋃

j>0 TIME

(

2nj
)

= EXP.

(5.3)

Otras clases que se encuentra frecuentemente sonL = SPACE (log(n)) y NL =
NSPACE (log(n))

Para cada clase de complejidadC, existe una clasecoC que es la clase de los comple-
mentos,

{
L̄ | L ∈ C

}
. (5.4)

Todas las clases deterministas de tiempo y espacio soncerradas bajo el complemento. Es
decir, la operación de tomar el complemento de un lenguajeL ∈ C resulta en un lenguaje
L′ = L̄ tal que tambiénL′ ∈ C. Por ejemplo,P = coP. Lo único que hay que hacer
para mostrar esto es intercambiar los estados “sı́” y “no” enlas máquinas Turing que
corresponden.

Se puede mostrar también que las clases deespaciono deterministas están cerradas bajo
complemento, pero es una preguntaabiertasi también aplica para clases no deterministas
de tiempo.
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5.1. Jeŕarquias de complejidad

Si permitimos más tiempo a una máquina TuringM , logramos queM puede tratar de
tareas más complejas. Para una función correcta de complejidadf(n) ≥ n, definimos un
lenguaje nuevo:

Hf = {Mb; x |M acepta ax después de no más def(|x|) pasos} (5.5)

El lenguajeHf es una versión “cortada” deH, el lenguaje de HALTING .

Se puede mostrar queHf ∈ TIME ((f(n))3) con una máquina TuringUf de cuatro
cintas que está compuesta de la máquina universalU , un simulador de máquinas de cintas
múltiples con una sola cinta, una máquina de aumento de rapidez lineal y la máquinaMf

que computa la “vara de medir” del largof(n), donden = |x| es el largo de la entradax.
La operación de la máquinaUf es la siguiente:

(I) Mf computa la vara de medir⊓f(|x|) paraM en la cuarta cinta.

(II ) La descripción binaria deM , Mb está copiada a la tercera cinta.

(III ) La segunda cinta está inicializada para codificar el estado inicial s.

(IV ) La primera cinta está inicializada para contener la entrada⊲x.

(V) Uf simula con una sola cinta aM .

(VI ) Después de cada paso deM simulado,Uf avanza la vara de medir por una posición.

(VII ) SiUf descubre queM acepta ax enf(|x|) pasos,Uf acepta su entrada.

(VIII ) Si se acaba la vara de medir sin queM acepte ax, Uf rechaza su entrada.

Cada paso de la simulación necesitaO (f(n)2) tiempo, por lo cual con losf(|x|) pasos
simulados al máximo, llegamos a tiempo de ejecución totalO (f(n)3) paraUf .

También se puede mostrar queHf 6∈ TIME
(
f(⌊n

2
⌋)
)
. Para comprobar esto, suponga

que existe una máquina TuringM que decide aHf en tiempof(⌊n
2
⌋). Consideramos otra

máquinaD que dice “no” cuandoM(Mb;Mb) = “sı́” y en otros casosD dice “sı́”. Con
la entradaMb,D necesita

f(⌊2|Mb|+ 1

2
⌋) = f(|Mb|) (5.6)

pasos. SiD(Db) = “sı́”, tenemos queM(Db;Db) = “no”, y entoncesD;D 6∈ Hf . En
este caso,D no puede aceptar la entradaDb dentro def(|Db|) pasos, que significa que
D(Db) = “no”, que es una contradicción.

EntoncesD(Db) 6= “sı́”. Esto implica queD(Db) = “no” y M(Db;Db) = “sı́”, por lo
cualDb;Db ∈ Hf y D acepta la entradaDb en no más quef(|Db|) pasos. Esto quiere
decir queD(Db) = “sı́”, que es otra contradicción y nos da el resultado deseado.

Utilizando estos dos resultados, podemos llegar a probar alteorema siguiente:
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Teorema 5.7.Si f(n) ≥ n es una función correcta de complejidad, entonces la clase
TIME (f(n)) está estrictamente contenida enTIME ((f(2n+ 1))3).

Es bastante evidente que

TIME (f(n)) ⊆ TIME
(
(f(2n+ 1))3

)
(5.7)

comof es no decreciente. Ya sabemos que

Hf(2n+1) ∈ TIME
(
(f(2n+ 1))3

)
(5.8)

y que

Hf(2n+1) 6∈ TIME

(

f

(

⌊2n + 1

2
⌋
))

= TIME (f(n)) . (5.9)

Este resultado implica también queP ⊂ TIME (2n) ⊆ EXP pornk = O (2n) y por el
resultado anterior que nos da

TIME (2n) ⊂ TIME
(
(22n+1)3

)
⊆ TIME

(

2n2
)

⊆ EXP. (5.10)

Teorema 5.8.Si f(n) ≥ n es una función correcta de complejidad, entonces aplica que
SPACE (f(n)) ⊂ SPACE (f(n) log f(n)).

Es muy importante el requisito quef sea una función correcta de complejidad. Por
ejemplo, existe una funciónno correctaf : Z+ → Z+ tal que TIME (f(n)) =
TIME

(
2f(n)

)
. El truco es definirf tal que ninguna máquina TuringM con entrada

x, |x| = n, para después dek pasos tal quef(n) ≤ k ≤ 2f(n).

Relaciones entre clases

Sea f(n) una función de complejidad correcta. NaturalmenteSPACE (f(n)) ⊆
NSPACE (f(n)) y TIME (f(n)) ⊆ NTIME (f(n)) por el hecho simple que una
máquina Turing determinista es técnicamente también una NTM, con “buenas adivinan-
zas”. Un resultado menos obvio es el siguiente:

Teorema 5.9.NTIME (f(n)) ⊆ SPACE (f(n)).

La demostración se construye por simular todas las opciones: dado un lenguajeL ∈
NTIME (f(n)), existe una máquina Turing precisa no deterministaM que decideL en
tiempof(n). Sead el grado de no determinismo deM ; cada computación deM es una
sucesión de selecciones no deterministas. El largo de la sucesión esf(n) y cada elemento
se puede representar por un entero∈ [0, d− 1].

Construyamos una máquinaM ′ para simular aM , considerando cada sucesión de se-
lecciones posibles a su turno. ComoM ′ simula las acciones deM , si con una sucesión
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M para con “sı́”,M ′ también para con “sı́”. Si ninguna sucesión acepta,M ′ rechaza su
entrada.

Aunque el número de simulaciones es exponencial, elespacioque necesitamos es so-
lamentef(n) como lo hacemos una por una. El estado y todo lo anotado durante la
simulación de una sucesión puede ser borrado cuando empieza la simulación de la su-
cesión siguiente. Además, comof(n) es una función correcta de complejidad, la primera
secuencia se puede generar en espaciof(n).

La demostración del teorema siguiente se encuentra en el libro de texto de Papadimitriou
[15]:

Teorema 5.10.NSPACE (f(n)) ⊆ TIME
(
clog n+f(n)

)
.

Una secuencia del teorema es que

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXP. (5.11)

La pregunta interesante con ese corolario es donde aplicaA ⊂ B en vez deA ⊆ B,
es decir, entre que clases podemos probar que existe una diferencia: algunos elementos
pertenecen a una pero no a la otra. Con los resultados ya establecidos, tenemosL ⊂
PSPACE por

L = SPACE (log(n)) ⊂ SPACE (log(n) log(log(n)))
⊆ SPACE (n2) ⊆ PSPACE.

(5.12)

Es comúnmente aceptado que las inclusiones inmediatas en ecuación 5.11 sean todos de
tipoA ⊂ B, pero todavı́a no se ha establecido tal resultado. Lo que sı́se ha establecido
que por lo menos una de las inclusiones entreL y PSPACE es de ese tipo, y también
que por lo menos una entreP y EXP es de ese tipo. El problema es que no se sabe cuál.

Espacio y no determinismo

De los resultados de la sección anterior tenemos que

NSPACE (f(n)) ⊆ TIME
(
clog n+f(n)

)
⊆ SPACE

(
clog n+f(n)

)
, (5.13)

pero existen resultados aún más estrictas: máquinas no deterministas con lı́mites de espa-
cio se puede simular con máquinas deterministas con espacio cuadrático. El resultado se
basa en REACHABILITY .

Teorema 5.11.(Teorema de Savitch) REACHABILITY∈ SPACE
(
log2 n

)
.

La demostración del teorema está en el libro de texto de Papadimitriou [15]. Se llega a
probar que para toda función correctaf(n) ≥ logn, aplica que

NSPACE (f(n)) ⊆ SPACE
(
(f(n))2

)
. (5.14)

Además, se demostración quePSPACE = NPSPACE. Entonces máquinas no deter-
ministas con respeto a espacio son menos poderosos que las m´aquinas no deterministas
con respeto a tiempo; todavı́a no se sabe siP = NPo no.
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5.2. Reducciones

Una clase de complejidad es una colección infinita de lenguajes. Por ejemplo, la clase
NP contiene problemas como SAT, HORNSAT, REACHABILITY , CLIQUE, etcétera. No
todas las problemas en la misma clase parecen igualmente difı́ciles. Un método para es-
tablecer un ordenamiento de problemas por dificultad es la construcción dereducciones:
un problemaA es por lo menos tan difı́cil como otro problemaB si existe unareduccíon
del problemaB al problemaA.

Un problemaB reduceal problemaA si existe una transformaciónR que para toda en-
tradax del problemaB produce una entradaequivalentey deA tal quey = R(x). La
entraday deA es equivalente a la entradax deB si la respuesta (“sı́” o “no”) al problema
A con la entraday es la misma que la del problemaB con la entradax,

x ∈ B si y sólo siR(x) ∈ A. (5.15)

Entonces, para resolver el problemaB con la entradax, habrá que construirR(x) y re-
solver el problemaA para descubrir la respuesta que aplica para los dos problemas con
sus entradas respectivas. Es decir, si contamos con un algoritmo para el problemaA y un
algoritmo para construirR(x), la combinación nos da un algoritmo para el problemaB.

Entonces, siR(x) es fácilmente construida, parece razonable queA es por lo menos
tan difı́cil comoB. Para poder establecer resultados formales, hay que clasificar las re-
ducciones según los recursos computacionales utilizadospor sus transformaciones. Las
reducciones Cookpermiten queR(x) sea computada por una máquina Turing polinomial,
mientras unareduccíon Karp es una reducción con una función de transformación de
tiempo polinomial y lasreducciones de espacio logarı́tmicoson la clase de reducciones
que utilizamos en este curso: un lenguajeL esreduciblea un lenguajeL′, denotado por
L ≤L L

′, si y sólo si existe una funciónR de cadenas a cadenas que está computada por
una máquina Turing determinista en espacioO (logn) tal que para toda entradax

x ∈ L si y sólo siR(x) ∈ L′. (5.16)

La funciónR se llama unareduccíon deL aL′.

Teorema 5.12.Si R es una reducción computada por una máquina Turing determinista
M , para toda entradax,M para después de un número polinomial de pasos.

La demostración sigue las ideas siguientes: denota el largo de la entradax con |x| =
n. ComoM utiliza O (logn) espacio, el número de configuraciones posibles deM es
O
(
nclog n

)
. El hecho queM es determinista y para con toda entrada, no es posible que se

repita ninguna configuración. Entonces,M para después de

c′nclog n = c′nnlog c = O
(
nk
)

(5.17)

pasos de computación con algún valor dek. Además, como la cinta de salida deM , que
al final contieneR(x), está computada en tiempo polinomial, el largo deR(x), |R(x)|, es
necesariamente polinomial enn = |x|.
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Ejemplos de reducciones

Si queremos mostrar que un problemaA no tenga solución, tenemos que mostrar que si
existe un algoritmo paraA, necesariamente tiene que existir un algoritmo para HALTING .
La técnica para mostrar tal cosa es por construir unareduccíondel problema HALTING al
problemaA. Una reducción deB aA es una transformación de la entradaIB del problema
B a una entradaIA = t(IB) paraA tal que

IB ∈ B ⇔ IA ∈ A (5.18)

y que exista una máquina TuringT tal quet(IB) = T (IB).

Entonces, para mostrar queA no tiene solución, se transforma la entradaMb; x de HAL -
TING a una entradat(Mb; x) deA tal queMb; x ∈ H si y sólo sit(Mb; x) ∈ A. Algunos
ejemplos de lenguajes no recursivos son

(I) {Mb |M para con cada entrada}

(II ) {Mb; x | ∃y : M(x) = y}

(III ) {Mb; x | para computarM(x) se usa todos los estados deM}

(IV ) {Mb; x; y |M(x) = y}

Para el primero, la idea de la reducción es la siguiente: dada la entradaMb; x, se construye
la siguiente máquinaM ′

M ′(y) =

{
M(x), si x = y,
“alto” en otro caso.

(5.19)

para la cual aplica que

Mb; x ∈ H ⇔ M para conx⇔M ′ para con toda entrada⇔ M ′ ∈ A. (5.20)

Ahora veremos ejemplos de reducciones entre dos problemas:de un problemaB a otro
problemaA. En cada caso, se presenta una reducciónR del lenguajeLB del problemaB
al lenguajeLA del problemaA tal que para cada cadenax del alfabeto deB

(I) x ∈ LB si y sólo siR(x) ∈ LA y

(II ) se puede computarR(x) en espacioO (logn).

Como un ejemplo, hacemos ahora una reducción de HAMILTON PATH a SAT. Para mos-
trar que SAT es por lo menos tan difı́cil que HAMILTON PATH, hay que establecer una
reducciónR de HAMILTON PATH a SAT: para un grafoG = (V,E), el resultadoR(G)
es una conjunción de cláusulas (o sea, una expresión booleana en CNF) tal queG es un
camino de Hamilton si y sólo siR(G) es satisfactible.
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La construcción es la siguiente y no es nada obvia sin conocer los trucos tı́picos del
diseño de reducciones. Etiquetamos losn vértices deG = (V,E) con los enteros:V =
{1, 2, . . . , n}. Representamos cadapar de v́erticescon una variable booleanaxij donde
i ∈ V y j ∈ [1, n].

Asignamos a la variablexij el valor⊤ si y sólo si el vértice númeroi en el caminoC
construido en HAMILTON PATH es el vérticej. Entonces, son en totaln2 variables, como
el largo del camino es necesariamenten. Las cláusulas necesarias son las siguientes:

(I) Cada vértice necesita estar incluido en el caminoC:

∀j ∈ V : x1j ∨ · · · ∨ xnj . (5.21)

(II ) Cada vértice solamente puede estar incluida una sola vez en el caminoC:

∀i, k ∈ V, ∀j ∈ [1, n], i 6= k : ¬xij ∨ ¬xkj . (5.22)

(III ) En cada posición del caminoC hay algún vértice:

∀i ∈ V : xi1 ∨ · · · ∨ xin. (5.23)

(IV ) Ningún par de vértices puede ocupar la misma posición enel caminoC:

∀i ∈ V, ∀j, k ∈ [1, n], j 6= k : ¬xij ∨ ¬xik. (5.24)

(V) El camino tiene que seguir las aristas del grafo: un vértice solamente puede seguir
otro vértice en el caminoC si esos vértices están conectados por una arista en
G = (V,E):

∀(i, j) /∈ E, ∀k ∈ [1, n− 1] : ¬xki ∨ ¬x(k+1)j . (5.25)

Ahora hay que mostrar que siR(G) tiene una asignaciónT que satisface aR(G), este
corresponde al caminoC del problema HAMILTON PATH:

Por las cláusulasI y II existe un sólo vérticei tal queT (xij) = ⊤.

Por las cláusulasIII y IV existe una sola posiciónj tal queT (xij) = ⊤.

Entonces,T representa una a permutaciónπ(1), . . . , π(n) de los vértices tal que
π(i) = j si y sólo siT (xij) = ⊤.

Por las cláusulasV, aplica que{π(k), π(k + 1)} ∈ E para todok ∈ [1, n− 1].

Entonces, las aristas que corresponden a la secuencia(π(1), . . . , π(n)) de visitas a
los vértices es un camino de Hamilton.
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También hay que establecer que si(π(1), . . . , π(n)) es una secuencia de visitas a los
vértices del grafoG = (V,E) que corresponde a un camino de Hamilton, definido por la
permutaciónπ, necesariamente está satisfecha la expresiónR(G) por una asignaciónT
tal que

T (xij) =

{
⊤ si π(i) = j,
⊥ en otro caso.

(5.26)

Además, queda mostrar que la computación deR(G) ocupaO (log n) espacio. DadaG
como la entrada de una máquina TuringM ,M construye aR(G) de la manera siguiente:
primero, se imprime las cláusulas de las primeras cuatro clases uno por uno a través de
tres contadoresi, j y k. La representación binaria de cada contador con el rango[1, n] es
posible enlog n espacio. Está parte no depende de la estructura del grafo, solamente de
su número de vértices.

Además,M genera las cláusulasV por considerar cada par(i, j) en su turno:M verifica
si (i, j) ∈ E, y si no lo es, se añade para todok ∈ [1, n− 1] la cláusula¬xki ∨ ¬x(k+1)j .
Aquı́ espacio adicional aparte de la entrada misma es solamente necesario para los conta-
doresi, j y k.

En total, el espacio ocupado simultaneamente es al máximo3 logn, por lo cual la compu-
tación deR(G) es posible en espacioO (logn).

Como otro ejemplo, hacemos una reducción de REACHABILITY a CIRCUITVALUE : Para
un grafoG, el resultadoR(G) es un circuito tal que la salida del circuitoR(G) es⊤ si y
sólo si existe un camino del vértice1 al vérticen enG = (V,E). Las puertas deR(G)
son de dos formas:

(I) gijk donde1 ≤ i, j ≤ n y 0 ≤ k ≤ n y

(II ) hijk donde1 ≤ i, j, k ≤ n.

La puertagijk deberı́a funcionar tal que tenga el valor⊤ si y sólo si existe un camino en
G del vérticei al vérticej sin pasar por ningún vértice con etiqueta mayor ak. La puerta
hijk deberı́a funcionar tal que tenga el valor⊤ si y sólo si existe un camino enG del
vérticei al vérticej sin usar ningún vértice intermedio mayor ak pero sı́ utilizandok. La
estructura del circuitoR(G) es tal que

Parak = 0, la puertagijk es una entrada enR(G).

La puertagij0 es una puerta tipo⊤ si i = j o {i, j} ∈ E y en otro caso una puerta
tipo⊥.

Parak = 1, 2, . . . , n, las conexiones entre las puertas enR(G) son las siguientes:

• Cadahijk es una puerta tipo∧ con dos entradas: la salida degik(k−1) y la salida
degkj(k−1).
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• Cadagijk es una puerta tipo∨ con dos entradas: la salida degij(k−1) y la salida
dehijk.

La puertag1nn es la salida del circuitoR(G).

El circuitoR(G) es no cı́clico y libre de variables. Llegamos a una asignaci´on correcta
de valores ahijk y gijk por inducción enk = 0, 1, . . . , n. El caso básicok = 0 aplica por
definición. Parak > 0, el circuito asigna

hijk = gik(k−1) ∧ gkj(k−1). (5.27)

Nuestro hipótesis de inducción es quehijk sea⊤ si y sólo si haya un camino del vértice
i al vérticek y además un camino del vérticek al vérticej sin usar vértices intermedios
con etiquetas mayores ak − 1, lo que aplica si y sólo si haya un camino del vérticei al
vérticej que no utiliza ningún vértice intermedio mayor ak pero sı́ pasa por el mismo
vérticek.

Parak > 0, el circuito asigna por definicióngijk = gij(k−1)∨hijk. Por el hipótesis,gijk es
⊤ si y sólo si existe un camino del vérticei al vérticej sin usar ningún vértice con etiqueta
mayor ak − 1 o si existe un camino entre los vértices que no utilice ning´un vértice con
etiqueta mayor ak pero pasando pork mismo. Entonces, tiene el valor⊤ solamente en
el caso que existe una camino del vérticei al vérticej sin pasar por ningún vértice con
etiqueta mayor ak.

Para comprobar que es correcta la reducción, hacemos el an´alisis siguiente, por cuál re-
sulta que el circuitoR(G) de hecho implementa el algoritmo Floyd-Warshall para el pro-
blema de alcance. La salida del circuitoR(G) es⊤ si y sólo sig1nn es⊤, lo que aplica si
y sólo si existe un camino de1 an enG sin vértices intermedios con etiquetas mayores a
n (que ni siquiera existen) lo que implica que existe un caminode1 an enG. Dado dos
vérticesv, u ∈ V para el problema REACHABILITY , lo único es etiquetarv = 1 y u = n
y la reducción está completa.

Entonces, lo único que necesitamos son tres contadores para computar el circuitoR(G):
se puede hacer esto enO (logn) espacio. Una observación importante es queR(G) es un
circuitomońotono: no contiene ninguna puerta tipo¬.

Cada circuitoC sin variables de puede convertir a un circuito monótono: laidea es utilizar
las leyes De Morgan

¬(a ∧ b) ⇔ (¬a) ∨ (¬b)
¬(a ∨ b) ⇔ (¬a) ∧ (¬b) (5.28)

para “empujar” todas las negaciones hasta las puertas de entrada. Como cada puerta de
entrada es de tipo⊤ o de tipo⊥ en la ausencia de variables, aplicamos¬⊤ = ⊥ y
¬⊥ = ⊤ y ya no hay puertas de negación.

Un circuito monótono solamente puede computarfunciones booleanas monótonas: si el
valor de una se sus entradas cambia de⊥ a⊤, el valor de la funciónno puede cambiarde
⊤ a⊥.
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Continuamos con los ejemplos de reducciones con una reducción de CIRCUITSAT a
SAT: Dado un circuito booleanoC, habrá que construir una expresión booleanaR(C)
en CNF tal queC es satisfactible si y soló siR(C) lo es.

La expresiónR(C) usará todas las variablesxi deC y incorpora una variable adicional
yj para cada puerta deC. Las cláusulas son las siguientes:

(I) Si la puerta númeroj es una puerta tipo variable con la variablexi, las dos variables
yj y xi enR(C) tienen que tener el mismo valor,yi ↔ x; en CNF contendrá las dos
cláusulas

(yj ∨ ¬xi) y (¬yj ∨ xi). (5.29)

(II ) Si la puertaj es una puerta tipo⊤, habrá que poner la cláusula(yj).

(III ) Si la puertaj es una puerta tipo⊥, habrá que poner la cláusula(¬yj).

(IV ) Si la puertaj es una puerta tipo¬ y su puerta de entrada es la puertah, habrá que
asegurar queyj tiene el valor⊤ si y sólo siyh tiene el valor⊥, yj ↔ ¬yh; en
CNF contendrá las dos cláusulas

(¬yj ∨ ¬yh) y (yj ∨ yh). (5.30)

(V) Si la puertaj es una puerta tipo∧ con las puertas de entradah y k, habrá que
asegurar queyj ↔ (yh ∧ yk); en CNF contendrá las tres cláusulas

(¬yj ∨ yh), (¬yj ∨ yk) y (yj ∨ ¬yh ∨ ¬yk). (5.31)

(VI ) Si la puertaj es una puerta tipo∨ con las puertas de entradah y k, habrá que
asegurar queyj ↔ (yh ∨ yk); en CNF contendrá las tres cláusulas

(¬yj ∨ yh ∨ yk), (yj ∨ ¬yk) y (yj ∨ ¬yh). (5.32)

(VII ) Si la puertaj es una puerta de salida, habrá que poner la cláusula(yj).

Es relativamente directa la demostración de que sea correcto.

Nuestra última reducción de la sección es de CIRCUITVALUE a CIRCUITSAT; de hecho,
CIRCUITVALUE es un caso especial de CIRCUITSAT. Todas las entradas de CIRCUIT-
VALUE son también entradas validas de CIRCUITSAT. Además, para las instancias de
CIRCUITVALUE , las soluciones de CIRCUITVALUE y CIRCUITSAT coinciden. Entonces,
CIRCUITSAT es una generalización de CIRCUITVALUE . La reducción es trivial: la función
de identidadI(x) = x de CIRCUITVALUE a CIRCUITSAT.
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Reducciones compuestas

En la sección anterior, establecemos una sucesión de reducciones,

REACHABILITY ≤L CIRCUITVALUE ≤L CIRCUITSAT ≤L SAT . (5.33)

Una pregunta interesante es si se puede componer reducciones, o sea, si la relación≤L es
transitiva. Por ejemplo, ¿aplica que REACHABILITY ≤L SAT?

Teorema 5.13.SiR es una reducción del lenguajeL a lenguajeL′ y R′ es una reducción
del lenguajeL′ al lenguajeL′′, la composiciónR · R′ es una reducción deL aL′′.

Por definición de reducciones, aplica que

x ∈ L⇔ R(x) ∈ L′ ⇔ R′(R(x)) ∈ L′′. (5.34)

Lo que hay que mostrar es que es posible computarR′(R(x)) en espacioO (logn), |x| =
n.

Tomamos las dos máquinas TuringMR y MR′ . Construyamos una máquina TuringM
para la composiciónR · R′. Necesitamos cuidarno guardarel resultado intermedio de
MR porque eso puede ser más largo quelogn, por lo cual no se puede guardar sin romper
el requisito de espacio logarı́tmico.

La máquina TuringM necesita simular aMR′ con la entradaR(x) por recordar laposicíon
del cursori en la cinta de entrada deMR′ . La cinta de entrada deMR′ es la cinta de salida
deMR. Guardando solamente el ı́ndicei en binaria y el sı́mbolo actualmente leı́do, pero
no toda la cinta, podemos asegurar usar no más queO (logn) espacio.

Inicialmentei = 1 y por definición de las máquinas Turing, el primer sı́mboloescaneado
es⊲.

CuandoMR′ muevea la derecha,M corre aMR para generar el sı́mbolo de salida de esa
posición y incrementai := i+ 1.

SiMR′ muevea la izquierda,M asignai := i− 1 y vuelve a correr aMR conx desde el
comienzo, contando los sı́mbolos de salida y parando al generar la posición i de la salida.

El espacio necesario para tal seguimiento de la salida deMR con la entradax esO (log n):
estamos guardando un ı́ndice binario de una cadena del largo|R(x)| = O

(
nk
)
.

Como las ambas máquinasMR (con la entradax) y MR′ (con la entradaR(x)) operan en
espacioO (logn), ası́ tambiénM necesitaO (log n) espacio,|x| = n.

5.3. Problemas completos

La relación transitiva y reflexiva de reducciones≤L nos ofrece un orden de problemas.
De interés especial son los problemas que son elementos maximales de tal orden de com-
plejidad.
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SeaC una clase de complejidad computacional yL ∈ C un lenguaje. El lenguajeL es
C-completosi para todoL′ ∈ C aplica queL′ ≤L L.

En palabras: un lenguajeL escompletoen su claseC si cada otro lenguajeL′ ∈ C se
puede recudir aL.

Teorema 5.14.HALTING es completo para lenguajes recursivamente numerables.

La demostración es fácil: seaM una máquina Turing que aceptaL. Entonces

x ∈ L⇔ M(x) = “sı́” ⇔ML(x) 6=ր⇔ML; x ∈ H. (5.35)

Un lenguajeL esC-duro (también se dice:C-difı́cil) si se puede reducir cada lenguaje
L′ ∈ C aL, pero no se sabe si es válido queL ∈ C.

Todas las clases principales comoP, NP, PSPACE y NL tienen problemas completos
naturales. Se utiliza los problemas completos para caracterizar una clase de complejidad.
Se puede aprovechar los resultados de completitud para derivarresultados de complejidad
negativos: un problema completoL ∈ C es elmenos probablede todos los problemas de
su clase para pertenecer a una clase “más débil”C′ ⊆ C.

Si resulta queL ∈ C′, aplicaC′ = C si C′ estácerrada bajo reducciones. Una clase
C′ está cerrada bajo reducciones si aplica que siempre cuandoL es reducible aL′ y
L′ ∈ C′, tambiénL ∈ C′. Las clasesP, NP, coNP, L , NL , PSPACE y EXP todas
están cerradas bajo reducciones. Entonces, si uno pudieramostrar que un problemaNP-
completo pertenece a la claseP, la implicación serı́a queP = NP.

Entonces, habrá que establecer cuáles problemas son completos para cuáles clases. Lo
más difı́cil es establecer el primero: hay que capturar la esencia del modo de cómputo y
la cota del recurso de la clase en cuestión en la forma de un problema. El método de hacer
esto se llama elmétodo de tabla. En esta sección lo aplicamos para las clasesP y NP.

SeaM = (K,Σ, δ, s) una máquina Turing de tiempo polinomial que computa un lenguaje
L basado enΣ. La computación que ejecutaM con la entradax se puede representar como
si fuera unatabla de ćomputoT de tamaño|x|k × |x|k, donde|x|k es la cota de uso de
tiempo deM .

Cada fila de la tabla representa un paso de computación: desde el primer paso0 hasta el
último |x|k−1. Cada columna es una cadena del mismo largo tal que el elemento Ti,j tiene
el sı́mbolo contenido en la posiciónj de la cinta deM después dei pasos de computación
deM . Para continuar, hay que hacer algunas suposiciones sobreM :

M cuenta con una sola cinta.

M para con toda entradax después de un máximo de|x|k − 2 pasos de cómputo,
con el valor dek elegido tal que se garantiza esto para cualquier|x| ≥ 2.

Las cadenas en la tabla todos tienen el mismo largo|x|k, con cada posición que
falta un sı́mbolo llenada con un⊔.
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Si en el pasoi, el estado deM esq y el cursor está escaneando el sı́mboloj que es
σ, el elementoTi,j no esσ, sinoσq, salvo que para los estados “sı́” y “no”, por los
cuales el elemento es “sı́” o “no” respectivamente.

Al comienzo el cursor no está en⊲, sino en el primer sı́mbolo de la entrada.

El cursor nunca visita al sı́mbolo⊲ extremo al la izquierda de la cinta; está se logra
por acoplar dos movimientos siM visitarı́a ese⊲.

El primer sı́mbolo de cada fila es siempre⊲, nunca⊲q.

SiM para antes de llegar a|x|k pasos, o sea,Ti,j ∈ “sı́” , “no” para algúni < |x|k−1
y j, todas las filas después serán idénticas.

Se dice que la tablaT esaceptantesi y sólo siT|x|k−1,j = “sı́” para algúnj. Además,M
acepta a su entradax si y sólo si la tabla de computación deM conx es aceptante.

Ahora utilizamos el método para establecer que cualquier computación determinista de
tiempo polinomial se puede capturar en el problema de determinación del valor de un
circuito booleano:

Teorema 5.15.CIRCUITVALUE esP-completo.

Ya sabemos que CIRCUITVALUE ∈ P. Para establecer que sea completo, basta con de-
mostrar que para todo lenguajeL ∈ P, existe una reducciónR deL a CIRCUITVALUE .
Para la entradax, el resultadoR(x) será un circuito libre de variables tal quex ∈ L si y
sólo si el valor deR(x) es⊤.

Considera una máquina TuringM que decide aL en tiemponk y su tabla de computación
T . Cuandoi = 0 o j = 0 o j = |x|k − 1, conocemos el valor deTi,j a priori. Todos
los otros elementos deT dependeńunicamentede los valores de las posicionesTi−1,j−i,
Ti−1,j y Ti−1,j+1. La idea es codificar este relación de las celdas de la tabla en un circuito
booleano. Primero se codificaT en representación binaria. Después se utiliza el hecho
que cada función booleana se puede representar como un circuito booleano. Se llega a un
circuitoC que depende deM y no dex. Este circuito se copia(|x|k−1)×(|x|k−2) veces,
un circuito por cada entrada de la tablaT que no está en la primera fila o las columnas
extremas. Habrá que establecer que sea correcta la reducción y que la construcción de
R(x) es posible en espacio logarı́tmico. Los detalles de la demostración están en el libro
de texto de Papadimitriou [15].

Como consecuencias del resultado, se puede establecer que el problema de valores de
circuitos monótonos es tambiénP-completo y también que HORNSAT esP-completo.

También resulta que computaciónno deterministaen tiempo polinomial se puede capturar
en el problema de satisfiabilidad de circuitos:

Teorema 5.16.CIRCUITSAT esNP-completo.
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Ya sabemos que CIRCUITSAT ∈ NP. SeaL un lenguaje en la claseNP. Diseñamos una
reducciónR que para cada cadenax construye un circuito booleanoR(x) tal quex ∈ L
si y sólo siR(x) es satisfactible. SeaM una máquina Turing no determinista con una sola
cinta que decide aL en tiemponk.

Empezamos por estandardizar las selecciones hechas porM : se asume queM tiene exac-
tamente dos alternativasδ1, δ2 ∈ ∆ en cada paso de computación. Si en realidad hubieran
más, se puede añadir estados adicionales para dividir lasopciones en un árbol binario. Si
en realidad hubiera un paso determinista, se asignaδ1 = δ2.

Entonces, una secuenciac de elecciones no deterministas se puede representar en forma
binaria dondeδ1 = 0 y δ2 = 1:

c = (c0, c1, . . . , c|x|k−2) ∈ {0, 1}|x|
k−1. (5.36)

Si fijamos la secuencia elegidac, la computación hecha porM es efectivamente determi-
nista. Definimos ahora la tabla de computaciónT (M,x, c) que corresponde a la máquina
TuringM , una entradax y una secuencia fija de eleccionesc.

En la codificación binaria deT (M,x, c), la primera fila y las columnas extremas resul-
tan fijas como en el caso anterior. Los otros elementosTi,j dependen de los elementos
Ti−1,j−1, Ti−1,j y Ti−1,j+1, y adicionalmente de la elecciónci−1 hecha en el paso anterior.

Existe un circuito booleanoC con3m+ 1 entradas ym salidas que compute la codifica-
ción binaria deTi,j dado como entradas los cuatro datosTi−1,j−1, Ti−1,j , Ti−1,j+1 y ci−1

en representación binaria.

El circuitoR(x) será como en el caso determinista, salvo que la parte parac que será in-
corporada. ComoC tiene tamaño constante que no depende de|x|, el circuitoR(x) puede
ser computada en espacio logarı́tmico. Además, el circuitoR(x) es satisfactible si y sólo
si existe una secuencia de eleccionesc tal que la tabla de computación es aceptante si y
sólo six ∈ L.

Entonces hemos llegado a probar es resultado. Una consecuencia de mucha importancia
es el teorema de Cook:

Teorema 5.17.(Teorema de Cook) SAT esNP-completo.

La demostración, ahora que conocemos el resultado de CIRCUITSAT, es simple: seaL ∈
NP. Entonces, existe una reducción deL a CIRCUITSAT, como CIRCUITSAT es NP-
completo. Además, como CIRCUITSAT tiene una reducción a SAT, se puede reducir tam-
bién deL a SAT por la composición de reducciones. Como SAT ∈ NP, tenemos que
SAT esNP-completo.

5.3.1. Problemas NP-completos

La claseNP contiene numerosos problemas de importancia páctica. Tı́picamente el pro-
blema tiene que ver con la construcción o existencia de un objeto matemático que sa-
tisface ciertas especificaciones. La versión de la construcción misma es un problema de
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optimizacíon, donde la mejor construcción posible es la solución deseada. En la versión
dedecisíon, que es la versión que pertenece a la claseNP, la pregunta es si existe por lo
menos una configuración que cumpla con los requisitos del problema. El libro de Garey
y Johnson [7] es la referencia clásica de los problemasNP-completos.

Se puede decir que la mayorı́a de los problemas interesantesde computación en el mun-
do real pertenecen a la claseNP. La aplicación “cotidiana” de la teorı́a de complejidad
computacional es el estudio sobre las clases a cuales un dadoproblema pertenece: sola-
mente aNP o también aP, o quizás a ninguna.

La herramienta básica para esta tarea es construir una demostración que el problema de
interés seaNP-completo, porque este implicarı́a que el problema es entrelos menos pro-
bables de pertenecer en la claseP. Nota que si algún problemaNP-completo perteneciera
aNP, aplicarı́aNP = P.

Si se sube a un nivel suficientemente general, muchos problemas resultanNP-completos.
En muchos casos es importante identificar cuáles requisitos exactamente causan que el
problema resulteNP-completo versus polinomial. Una técnica básica es estudiar el con-
junto de instancias producidas por una reducción utilizada en la demostración de serNP-
completo para capturar otro problemaNP-completo.

El proceso de diseñar una demostración deNP-completitud para un problemaQ es en
general el siguiente:

(I) Jugar con instancias pequeñas deQ para desarrollar unos “gadgets” u otros compo-
nentes básicos para usar en la demostración.

(II ) Buscar por problemas que ya tengan demostración de serNP-completos que
podrı́an servir para la reducción necesaria.

(III ) Construir un reducciónR deun problemaP conocido yNP-completoal problema
Q.

(IV ) Probar que con la entradaR(x), si la solución deQ es “sı́” que este implica que la
solución deP conx también es siempre “sı́”.

(V) Probar que con la entradax, si la solución deP es “sı́” que este implica que la
solución deQ conR(x) también es “sı́”.

En la construcción tı́picamente se busca por representar las elecciones hechas, la con-
sistencia y restricciones. Lo difı́cil es cómo expresar lanaturaleza del problemaP en
términos deQ.

Cuando ya está establecido que un problema de interés esNP-completo, normalmente se
dirige el esfuerzo de investigación a

estudiar casos especiales,

algoritmos de aproximación,
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análisis asintótica del caso promedio,

algoritmos aleatorizados,

algoritmos exponenciales para instancias pequeñas o

métodos heurı́sticos de búsqueda local.

5.3.2. Caracterizacíon por relaciones: certificados

Una relaciónR ⊆ Σ∗ × Σ∗ se puede decidir en tiempo polinomial si y sólo si existe
una máquina Turing determinista que decide el lenguaje{x; y | (x, y) ∈ R} en tiempo
polinomial. Una relaciónR estápolinomialmente balanceadasi

(
(x, y) ∈ R

)
→ (∃k ≥ 1 tal que|y| ≤ |x|k). (5.37)

SeaL ⊆ Σ∗ un lenguaje.

Aplica queL ∈ NP si y sólo si existe una polinomialmente balanceada

relaciónR que se puede decidir en tiempo polinomial tal que

L = {x ∈ Σ∗ | (x, y) ∈ R para algúny ∈ Σ∗} . (5.38)

Para entender porqué está definición es válida, supongaque existe tal relaciónR. En-
toncesL está decidida por una máquina Turing no determinista que con la entradax
“adivina” un valory con largo máximo|x|k y utiliza la máquina paraR para decidir en
tiempo polinomial si aplica(x, y) ∈ R.

Habrá que razonar la equivalencia lógica también en la otra dirección: suponga queL ∈
NP. Esto implica que existe una máquina Turing no deterministaN que decide aL en
tiempo|x|k para algún valor dek.

Definimos la relaciónR en la manera siguiente:(x, y) ∈ R si y sólo siy es una codifi-
cación de una computación deN que acepta la entradax. EstaR está polinomialmente
balanceada, como cada computación deN tiene cota polinomial, y además se puede de-
cidirR en tiempo polinomial, como se puede verificar en tiempo polinomial si o noy es
una codificación de una computación que acepta ax enN . ComoN decide aL, tenemos

L = {x | (x, y) ∈ R para algúny} , (5.39)

exactamente como querı́amos.

Un problemaA pertenece a la claseNP si cada instancia con la respuesta “sı́” del proble-
maA tiene por lo menos uncertificado concisoy, también llamado untestigo polinomial.

En los problemas tı́picos que tratan de la existencia de un objeto matemático que cumple
con ciertos criterios, el objeto mismo sirve como un certificado — tı́picamente el objeto
tiene un tamaño no muy grande en comparación con la entrada. Por ejemplo, si se trata
se encontrar un cierto subgrafo, el subgrafo tiene tamaño no mayor al tamaño del grafo
de entrada. Los requisitos también suelen suficientementesimples para poder verificar en
tiempo polinomial que un dado objeto realmente correspondea los criterios definidos.
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5.4. Complejidad de algunas variaciones deSAT

5.4.1. ProblemaskSAT

El lenguajekSAT, dondek ≥ 1 es un entero, es el conjunto de expresiones booleanasφ ∈
SAT (en CNF) en las cualescada cĺausula contiene exactamentek literales.

Teorema 5.18.3SAT esNP-completo.

Claramente3SAT ∈ NP por ser un caso especial de SAT y sabemos que SAT ∈ NP. Ya
hemos mostrado que CIRCUITSAT esNP-completo y además una reducción de CIRCUIT-
SAT a SAT está construida. Ahora vamos a considerar las cláusulas producidas en esa
reducción: ¡todas tienen tres literales o menos! Como las cláusulas son disyunciones, po-
demos “aumentar” cada cláusula de uno o dos literales a tener tres simplemente por copiar
literales. Entonces, tenemos una reducción de CIRCUITSAT a3SAT.

A veces es posible aplicar transformaciones que eliminen algunas propiedades de un len-
guajeNP-completo tal que el hecho que estáNP-completo no está afectado.

Teorema 5.19.3SAT esNP-completo aún cuando solamente se permite que cada variable
aparezca por máximo tres veces en la expresiónφ ∈ 3SAT y además que cada literal
aparezca por máximo dos veces enφ.

La demostración es una reducción donde cada instanciaφ ∈ 3SATestá transformada a
eliminar las propiedades no permitidas. Considera una variablex que aparecek > 3 veces
enφ. Introducimos variables nuevasx1, . . . , xk y reemplazamos la primera ocurrencia de
x enφ porx1, la segunda porx2, etcétera. Para asegurar que las variables nuevas tengan
todas el mismo valor, añademos las cláusulas siguientes en φ:

(¬x1 ∨ x2), (¬x2 ∨ x3), . . . , (¬xk ∨ x1). (5.40)

Denota porφ′ la expresión que resulta cuando cada ocurrencia extra de una variable enφ
ha sido procesada de esta manera. Resulta queφ′ ya cumple con las propiedades deseadas
y queφ es satisfactible si y sólo siφ es satisfactible.

Para problemaskSAT, la frontera entre problemas polinomiales y problemasNP-
completos está entre2SATy 3SAT. Para cada instanciaφ de 2SAT, existe un algoritmo
polinomial basado en el problema REACHABILITY en un grafoG(φ). Las variablesx de
φ y sus negaciones̄x forman el conjunto de vértices deG(φ). Una arista conecta dos vérti-
cesxi y xj si y sólo si existe una cláusulāxi ∨xj o xj ∨ x̄i enφ. Es decir, si{xi, xj} ∈ E,
también{x̄j , x̄i} ∈ E.

La demostración resulta del hecho queφ no es satisfactible si y sólo si existe una variable
x tal que existen caminos dex a x̄ y viceversa enG(φ). Entonces, sabemos que2SAT es
polinomial. Además, resulta que2SAT∈ NL (habrá que recordar queNL ⊆ P).

ComoNL está cerrada bajo el complemento, podemos mostrar que 2SAT Complement∈
NL. La existencia del camino de “no satisfiabilidad” del resultado anterior puede ser
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verificada en espacio logarı́tmico por computación no determinista por “adivinar” una
variablex y el camino entrex y ¬x.

El problema MAX 2SAT es una generalización de2SAT:

Problema 5.17:MAX 2SAT

Dado: una expresión booleanaφ en CNF con no más que dos lite-
rales por cláusula y un enterok

Pregunta: ¿existe una asignaciones de valoresT que satisfecha por lo
menosk cláusulas deφ?

Se puede probar que MAX 2SAT esNP-completo.

5.4.2. SAT de “no todos iguales” (NAESAT)

El lenguaje NAESAT⊂ 3SAT contiene las expresiones booleanasφ para las cuales existe
una asignación de valoresT tal que en ninguna cláusula deφ, todas las literales tengan el
mismo valor⊤ o⊥.

Teorema 5.20.NAESAT esNP-completo.

Ya sabemos que CIRCUITSAT esNP-completo y vimos una reducciónR de CIRCUIT-
SAT a SAT: para todo circuitoC, tenemos queC ∈ CIRCUITSAT si y sólo siR(C) ∈SAT.
Primero aumentamos todas las clausulas de la reducción a contener exactamente tres li-
terales por añadir uno o dos duplicados de un literalz donde hace falta. Vamos a mos-
trar que para la expresión booleanaRz(C) en CNF de tipo3SAT aplica queRz(C) ∈
NAESAT⇔ C ∈CIRCUITSAT.

En la dirección (⇒), si una asignación de valoresT satisface a la expresión originalR(C)
en el sentido de NAESAT, también la asignacióncomplementariaT̄ lo satisface por la
condición NAESAT: en una de las dos asignaciones asigna⊥ al literalz, por lo cual todas
las cláusulas originales están satisfechas en esta asignación. Entonces, por la reducción
de CIRCUITSAT a SAT, existe una asignación que satisface el circuito.

En la dirección (⇐), siC es satisfactible, existe una asignación de valoresT que satisface
aRz(C). Entonces extendemosT paraRz(C) por asignarT (z) = ⊥. En ninguna cláusula
deRz(C) es permitido que todos los literales tengan el valor⊤ (y tampoco que todos ten-
gan el valor⊥). Cada cláusula que corresponde a una puerta tipo⊤,⊥, ¬ o variable tenı́a
originalmente dos literales o menos, por lo cual contienenz y T (z) = ⊥. Sin embargo,
están satisfechas porT , por lo cual algún literal es necesariamente asignado el valor⊤ en
T para cada cláusula.

Los únicos casos de preocupación son puertas de tipo∧ y ∨. En el caso de∧, las cláusulas
tienen la forma

(¬g ∨ h ∨ z), (¬g ∨ h′ ∨ z), (g ∨ ¬h ∨ ¬h′), (5.41)
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donde las primeras dos tienenz con su valor⊥. En la tercera, no todas las tres pueden
tener el valor⊤ porque ası́ no es posible satisfacer a las dos primeras. El caso de∨ es
parecido.

5.5. Complejidad de problemas de grafos

En esta sección, consideramos solamente grafos no dirigidos.

Teorema 5.21.INDEPENDENT SET esNP-completo.

Para demostrar el teorema, necesitamos un “gadget”: el tri´angulo. Si el grafo de entrada
contiene un triángulo, es decir, una camarilla de tres vértices, solamente uno de los tres
participantes del triángulo puede ser considerado para formar un conjunto independiente,
porque en un conjunto independiente, ningún par de vértices puede compartir una arista.

Vamos arestringir la clase de grafos que permitimos: solamente consideramos grafos los
vértices de cuales se puede dividir entri ángulos disjuntos. Es decir, cada vértice del grafo
solamente puede tomar parte en un triángulo (por lo de disjunto) y cada vértice tiene que
ser parte de un triángulo (por lo de haber sido dividido). Denotamos el número de tales
triángulos port.

Por construcción, obviamente en ese tipo de grafo ningún conjunto independiente puede
tener cardinalidad mayor at. Además, un conjunto independiente de cardinalidadt existe
solamente si las otras aristas del grafo permiten elegir un vértice de cada triángulo sin que
tengan aristas en común los vértices elegidos. Nuestra reducciónR será de3SAT a INDE-
PENDENT SET: para cada cláusula de una instanciaφ de3SAT, generamos un triángulo
en el grafoG = R(φ). Seanai, bi y ci las tres literales de una cláusulaCi . Entonces,
habrán vérticesvai, vbi y vci en el grafoG y además las tres aristas{vai, vbi}, {vai, vci} y
{vbi, vci} que forman el triángulo de los tres vértices de la cláusulaCi.

Además, hay que conectar las cláusulas que comparten variables. Un vérticevi que corres-
ponde a un literal de la cláusulaCi y otro vérticevj que corresponde a un literal de la
cláusulaCj, dondei 6= j, están conectadas por una arista si y sólo si los literalesa cuales
corresponden los vérticesvi y vj son de la misma variable, pero el literal es positivo en
Ci y negativo enCj. Como un ejemplo, se puede construir un grafo que corresponde a

φ = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1∨ 6= x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x3). (5.42)

Con el grafoG ası́ construido y la cotak que es la cardinalidad del conjunto independiente
en el problema INDEPENDENT SET siendok = t, tenemos definida nuestra reducción.

Habrá que mostrar que es correcta la reducción: existe un conjunto independienteI ⊆ V
en el grafoG = R(φ) tal que|I| = k y φ tienek cláusulas si y sólo siφ es satisfactible.

Suponga que tal conjuntoI existe. Comoφ tienek cláusulas y|i| = k, por construcciónI
necesariamente contiene un vértice de cada uno de losk triángulos. El conjuntoI no pue-
de contener ningún par de vértices que corresponda una ocurrencia positiva de un variable
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x y una ocurrencia negativa¬x de la misma variable. Entonces, ¡I define una asignación
de valoresT ! Si un vérticev pertenece aI y v corresponde a una ocurrencia positiva de la
variablex, aplica queT (x) = ⊤. Si el vérticev ∈ I corresponde a una ocurrencia nega-
tiva¬x, aplica queT (x) = ⊥. Cada par de literales contradictorios está conectado enG
por una arista, y entonces la asignaciónT ası́ definida es consistente. Por último, comoI
contiene un vértice de cada triángulo, y cada triángulo es una cláusula, cada cláusula tiene
exactamente un literal con el valor⊤, porque necesariamenteT (x) = ⊤ o T (¬x) = ⊥
que implica queT (x) = ⊤ para la variablex el vértice de cual está incluido en el conjunto
independienteI.

En la otra dirección, utilizamos el mismo truco: siφ es satisfactible, dada la asignaciónT
que la satisface, identificamos cuales literales tienen el valor⊤ enT . Elegimos de cada
cláusula un literal con el valor⊤. Los vértices que corresponden a estos literales forman
el conjuntoI. Son uno por cláusula, y entonces|I| = k si φ tienek cláusulas. Además,
por construcción, los vértices ası́ elegidos no están conectados por ninguna arista, porque
solamente elegimos uno por triángulo y las aristas fuera delos triángulos están entre
literales contradictorios.

Por Teorema 5.19, podemos hacer esta construcción solamente suponiendo que cada li-
teral ocurre por máximo dos veces. En consecuencia, el grafo que resulta tiene grado
máximo cuatro:

Teorema 5.22.INDEPENDENTSET esNP-completo para grafos de grado máximo cuatro.

También aplica que INDEPENDENT SET esNP-completo para grafos planos, pero la de-
mostración se deja como ejercicio.

Por las conexiones conocidas entre INDEPENDENT SET, CLIQUE y VERTEX COVER,
llegamos a reducciones triviales que demostraciónn lo siguiente:

Teorema 5.23.CLIQUE y VERTEX COVER sonNP-completos.

5.5.1. El problema de flujo ḿaximo

Dado un grafo dirigido con capacidades en las aristas y un flujo no-óptimo, se puede
aumentar el flujo que cruza un corte desde el lado des al lado det o alternativamente
por disminuir el flujo desde el lado det al lado des. Este nos ofrece un algoritmo para
descubrir el flujo máximo. Para empezar, podemos elegir el flujo cero, donde el flujo por
cada arista es cero — no rompe con ninguna restricción, por lo cual es un flujo factible,
aunque no óptimo.

Para aumentar el flujo, buscamos uncamino aumentanteque en este caso es un camino
C de s a t en el cual de puede viajar por las aristas según su dirección o en contra.
Las aristas〈v, w〉 incluidas serán tales que si se viaja en la dirección original, aplica que
f(v, w) < c(v, w), pero si se viaja en contra,f(v, w) > 0. Definimos una función auxiliar

δ(v, w) =

{
c(v, w)− f(v, w), si 〈v, w〉 ∈ E,
f(v, w), si 〈w, v〉 ∈ E, (5.43)
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Figura 5.1: En ejemplo de un grafo con flujo y su grafo residual.

y seaδ = mı́nC δ(v, w). El flujo se aumenta por añadirδ en todos los flujos que van
según la dirección de las aristas en el caminoC y restarδ de todos los flujos que van en
contra enC. Por la manera en que elegimos aδ, no rompemos ninguna restricción, ni de
capacidades ni de balance. Este procedimiento se itera hasta que ya no existan caminos
aumentantes. Cuando ya no existe camino aumentante ninguno, el flujo es maximal.

La eficiencia del método presentado depende de cómo se construye los caminos aumen-
tantes. La mayor eficiencia se logra por elegir siempre el camino aumentante de largo
mı́nimo; el algoritmo que resulta es polinomial,O (nm2) = O (n5). Es posible que ha-
yan más de un camino de largo mı́nimo — aplicándolos todos al mismo paso resulta en
un algoritmo de complejidad asintóticaO (n3).

Primero construyamos ungrafo residualque captura las posibilidades de mejoramiento
que tenemos. El grafo residualGf = (V,Ef ) del grafoG = (V,E) con respeto a un flujo
f tiene

{
{v, w} ∈ E |

(
(f(v, w) < c(v, w)) ∨ (f(w, v) > 0)

)}
. (5.44)

La capacidad de aumentode la arista{v, w} ∈ Ef se define como

c′(v, w) =

{
c(v, w)− f(v, w) si {v, w} ∈ E,
f(w, v) si {w, v} ∈ E. (5.45)

Para un ejemplo de un grafo residual, ver la figura 5.1.

Cada camino simple entres y t en el grafo residualGf es un camino aumentante deG.
El valor deδ es igual al capacidad de aumento mı́nimo del camino. Se podr´ıa resolver el
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problema de flujo máximo por empezar con el flujo cero, iterarla construcción deGf y
la incorporación de un camino aumentante hasta que ya no haya caminos enGf des a t.

SeaA el conjunto de vértices que en el último grafo residualGf se puede alcanzar desdes.
Entonces, por construcción en el grafo originalG, cada arista que cruza el corte(A, V \A)
desdeA al otro lado tiene flujo igual a su capacidad y cada arista que va en contra sobre
el corte tiene flujo cero. Es decir, la capacidad del corte es igual al flujo actual.

Para elegir los caminos aumentantes más cortos en el grafo residual, utilizamos búsqueda
en anchura desdes. En subgrafo formado por los caminos cortos enGf se llama lared de
capas(inglés: layered network) y la denotamos conG′

f . Su construcción es la siguiente:
se asigna a cada vértice un valor de “capa” que es su distancia desdes. Solamente vértices
con distancias finitas están incluidas. Una arista{v, w} deGf se incluye enG′

f solamente
si el valor de capa dew es el valor de capa dev más uno. La complejidad asintótica de la
construcción deG′

f esO (m).

En el grafoG′
f , cada camino des a t tiene el mismo largo. El mejor aumento serı́a igual

al flujo máximo enG′
f , pero en el peor caso es igual en complejidad al problema original.

Entonces construyamos una aproximación: definimos elflujo mayorenG′
f como un flujo

que ya no se puede aumentar con caminos que solamente utilizan aristas que “avanzan”
hacı́at.

Definimos como elflujo posiblede un vértice es el mı́nimo de la suma de las capacidades
de las aristas que entran y de la suma de las capacidades de lasaristas que salen:

vf = mı́n







∑

{u,v}∈G′

f

c′(u, v),
∑

{v,w}∈G′

f

c′(v, w)






. (5.46)

Primero sacamos deG′
f todos los vértices con flujo posible cero y cada arista adyacente a

estos vértices. Después identificamos el vérticev con flujo posible mı́nimo. “Empujamos”
una cantidad de flujo igual al flujo posible dev desdev hacı́at. Después “retiramos” flujo
a v de sus aristas entrantes por construir caminos desdes a v hasta que se satisface la
demanda de flujo que sale dev a t. Ahora actualizamos las capacidades de las aristas
afectadas y memorizamos el flujo generado y el camino que toma.

Computamos de nuevo los flujos posibles y eliminamos de nuevovértices con flujo posi-
ble cero juntos con sus aristas adyacentes. Sis y t quedaron fuera, el flujo construido es
el flujo mayor enG′

f . Si todavı́a están, repetimos el proceso de elegir el mı́nimo y empu-
jar y retirar flujo. Iteramos ası́, sumando los flujos generados hasta ques y t ya no estén
conectados enG′

f .

La construcción de una red de capasG′
f toma tiempoO (n2) La distancia entres y t

está en el peor casoO (n). Cada iteración de construcción de una red de capasG′
f utiliza

caminos más largos que el anterior, por lo cual la construcción se repiteO (n) veces. Las
operaciones de empujar y retirar flujo son ambas de complejidad asintóticaO (n) y de
ejecutan en totalO (n) veces. Entonces, el algoritmo del flujo mayor tiene complejidad
asintóticaO (n3).
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5.5.2. El problema de corte ḿınimo

El problema de corte mı́nimo es igual al problema del flujo máximo: se resuelve por fijar
un vértices cualquiera y después resolver el flujo máximo entres y todos los otros vérti-
ces. El valor mı́nimo de los flujos máximos corresponde al corte mı́nimo del grafo entero.
Entonces, como existen algoritmos polinomiales para el problema de flujo máximo, y so-
lamente repetimosn− 1 veces su ejecución, el problema del corte mı́nimo pertenece a la
claseP.

Sin embargo, el problema de decisión siguiente es mucho más difı́cil:

Problema 5.18:MAX CUT

Dado: un grafoG = (V,E) no dirigido y no ponderado y un entero
k

Pregunta: ¿existe un corte enG con capacidad igual o mayor ak?

Teorema 5.24.MAX CUT esNP-completo.

Hacemos la demostración paramultigrafoscon una reducción desde NAESAT. Nota que
un grafo simple es un caso especial de multigrafos.

Para una conjunción de cláusulasφ = C1∧ . . .∧Cr, construimos un grafoG = (V,E) tal
queG tiene capacidad de corte5r si y sólo siφ es satisfactible en el sentido de NAESAT.

Los vértices del grafo serán los literalesx1, . . . , xn,¬x1, . . . ,¬xn dondex1, . . . , xn son
las variables deφ. Para cada cláusulaα∨β∨γ, incluimos las aristas del triángulo entre los
vértices que representan aα, β y γ. Si la cláusula tiene solamente dos literales, ponemos
dos aristas entre los vértices que corresponden; de hecho,mejor convertir cada cláusula a
uno con tres literales por repetir un literal según necesidad. Entonces tenemos en total3r
ocurrencias de variables.

Además, incluyemosni copias de la arista{xi,¬xi} dondeni es el número total de ocu-
rrencias de los literalesxi y ¬xi enφ.

Para comprobar que sea correcta la construcción, suponga que existe un corte(S, V \ S)
con capacidad5m o mayor.

Si un literal que corresponde al vérticevi participa enni cláusulas,vi tiene al máximo
2ni aristas a otros vértices además de lasni aristas a su negación. Se supone que una
variable y su negación no aparecen en la misma clausula porque ası́ la cláusula serı́a una
tautologı́a. Entonces, los dos vértices representando axi y ¬xi tienen en total al máximo
2ni aristas a vértices que representan a otros literales.

Si estuvieran cada variable y su negación las dos en el mismolado, su contribución a
la capacidad del corte serı́a por máximo2ni. Si cambiamos al otro lado el vértice con
menos aristas “externas”, la contribución al tamaño de corte del par no puede disminuir
(las aristasni entre los dos vértices cruzarı́an el corte después del cambio). Entonces
podemos asumir que caen enlados distintosdel corte.
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SeaS el conjunto de literales asignadas⊤, por lo cualV \ S contiene los literales que
tienen asignado el valor⊥. Como ahora cada variable y su negación están el lados dife-
rentes, contribuyen una arista por ocurrencia enφ, es decir, en total3r aristas. Para lograr
que sea mayor o igual a5m la capacidad del corte, habrá que ser2r aristas que son aristas
de los triángulos representando a las cláusulas cruzandoel corte. Entonces, cada triángu-
lo tiene que estar separado: dos vértices en un lado y uno al otro. Ası́ cada uno de losr
triángulos necesariamente contribuye dos aristas. Adem´as, como por lo menos un vértice
de cada cláusula pertenece en el conjunto de literales asignados a⊤ y por lo menos un
vértice de cada cláusula pertenece al conjunto de literales asignados a⊥, la asignación
satisface aφ en el sentido de NAESAT.

En la otra dirección es fácil: dada una asignaciónT aφ en el sentido de NAESAT, podemos
agrupar los vértices a darnos un corte con capacidad mayor oigual a5r.

Antes definimos un problema de bisección máxima (MAX BISECTION). Una pregunta
interestante es si MAX BISECTION es más fácil que MAX CUT?

Teorema 5.25.MAX BISECTION esNP-completo.

La reducción es de MAX CUT a MAX BISECTION por modificar la entrada: añadimosn
vértices no conectados aG. Ahora cada corte deG se puede balancear a ser una bisección
por organizar los vértices no conectados apropiadamente alos dos lados. Entonces, el
grafo original tiene un corte(S, V \S) de tamañok o mayor si y sólo si el grafo modificado
tiene un corte de tamañok o mayor con|S| = |V \ S|.
El problema de minimización correspondiente, o sea, MINCUT con el requisito de ser una
bisección, también esNP-completo, aunque ya sabemos que MINCUT∈ P:

Problema 5.19:M IN BISECTION

Dado: un grafo no dirigido y un enterok
Pregunta: ¿existe una bisección con cardinalidad menor o igual ak?

Teorema 5.26.M IN BISECTION esNP-completo.

La demostración es una reducción de MAX BISECTION: la instancia es un grafoG =
(V,E) con un número par de vérticesn = 2c. Ese grafo tiene una bisección de tamañok
o más si y sólo si el grafo complementōG tiene una bisección de tamañoc2− k o menos.

5.5.3. Caminos y ciclos de Hamilton

Teorema 5.27.HAMILTON PATH esNP-completo.

La reducción es de3SAT a HAMILTON PATH: dada una expresiónφ en CNF con las
variablesx1, . . . , xn y cláusulasC1, . . . , Cm tal que cada cláusula contiene tres literales,
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=

Figura 5.2: Los gadgets de la reducción de3SAT a HAMILTON PATH: a la izquierda, el
gadget de elección, en el centro, el gadget de consistenciay a la derecha, el gadget de
restricción.

un grafoG(φ) está construida tal queG(φ) contiene un camino de Hamilton si y sólo si
φ es satisfactible. Se necesita tres tipos de gadgets (ver figura 5.2:

gadgets deeleccíon que eligen la asignación a las variablesxi,

gadgets deconsistenciaque verifican que todas las ocurrencias dexi tengan el
mismo valor asignado y que todas las ocurrencias de¬xi tengan el valor opuesto,

gadgets derestricciónque garantizan que cada cláusula sea satisfecha.

Los gadgets de elección de las variables se conecta en serie. Cada cláusula tiene un gadget
de restricción. Las conexiones entre los gadgets de restricción y elección llevan un gadget
de consistencia conectando los gadgets de restricción a laarista de “verdad” dexi si el
literal es positivo y a la arista de “falso” dexi si el literal es negativo.

Adicionalmente se añade aristas para conectar todos los triángulos, el último vértice de la
cadena de los gadgets de elección y un vértice adicionalv tal que formen una camarilla
estos3n+ 2 vértices. Otro vértice auxiliarw está añadido y conectado con una arista av.
La idea de la construcción es que un lado de un gadget de restricción está recorrida por
el camino de Hamilton si y sólo si el literal a cual corresponde es falso. En consecuencia,
por lo menos un literal de cada cláusula es verdad porque en el otro caso todo el triángulo
será recorrido. El camino empezará en el primer vértice de la cadena de los gadgets de
elección y termina en el vérticew. Se omite las detalles de verificar que esté funcional la
reducción, dejándolas como un ejercicio.

Como una consecuencia, obtenemos un resultado sobre el problema del viajante:

Teorema 5.28.TSPD esNP-completo.

La reducción será de HAMILTON PATH a TSPD: dado un grafoG = (V,E) conn vértices,
hay que construir una matriz de distanciasdij y decidir un presupuestoB tal que existe
un ciclo de largo menor o igual aB si y sólo siG contiene un camino de Hamilton (nota:
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no un ciclo, sino un camino). Etiquetamos los vérticesV = {1, 2, . . . , n} y asignamos
simplemente

dij =

{
1, si {i, j} ∈ E,
2, en otro caso.

(5.47)

El presupuesto seráB = n + 1. Nota que ası́ el grafo ponderado que es la instancia de
TSPD es completo.

Ahora, si existe un ciclo de largo menor o igual an + 1, este camino utiliza al máximo
un par de vértices condij = 2, por lo cual utiliza por máximo un elemento que no corres-
ponde a una arista del grafo originalG. Entonces, si quitamos esta conexión del ciclo, nos
queda un camino que también existe enG y visita a cada vértice. Este es exactamente un
camino de Hamilton.

En la otra dirección: siG contiene un camino de Hamilton, basamos el ciclo de TSPD es
ese camino y añadimos una conexión entre los puntos finales. Esta conexión es costo
máximo dos, por lo cual cumplimos con el presupueston+1, porque el costo del camino
esn − 1 (todos los pares son aristas enG) y la conexión adicional tiene costo menor o
igual a dos.

5.5.4. Coloreo

El coloreo de grafos con dos colores es fácil (pertenece aP), pero con tres colores ya es
difı́cil:

Teorema 5.29.3COLORING esNP-completo.

La reducción será de NAESAT a3COLORING. De una conjunción de cláusulasφ = C1 ∧
. . .∧Cm con variablesx1, . . . , xn, construyamos un grafoG(φ) tal que se puede colorear
G(φ) con tres colores, denotados{0, 1, 2} si y sólo si existe una asignación de valores
que satisface aφ en el sentido NAESAT.

Los gadgets para las variables son unos de elección en formade triángulo tal que los
vértices del triángulo sonv, xi y ¬xi — el vérticev participa en todos los gadgets de
elección. Para cada cláusula, ponemos también un triángulo con los vértices[Ci1, Ci2, Ci3]
donde además cadaCij está conectado al vértice del literal númeroj de la cláusulaCi.

Verificando la reducción en la dirección “⇒”: supone que el vérticev tenga color2.
Entonces ninguno de los vértices de las variables puede tener el color dos, sino que uno
o cero. Interpretamos sus colores como una asignación de valores: uno es verdad y cero
es falso. Si todos los literales de alguna cláusula son verdad o todos falso, será imposible
colorear a[Ci1, Ci2, Ci3]. Entonces, los colores satisfacen aφ en el sentido de NAESAT.

En la dirección “⇐”: supone queφ es satisfactible por una asignaciónT en el sentido
NAESAT. Entonces podemos “extraer” el coloreo deG(φ) deT de la manera siguiente:v
tiene color dos. SiT (xi) = ⊤, el color dexi es uno y de¬xi es cero. En el caso contrario,
los colores se asigna viceversa. De cada[Ci1, Ci2, Ci3], dos literales con valores opuestos
serán coloreados con uno y cero y el tercer vértice con el color dos.
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5.5.5. Conjuntos y ńumeros

El problema de3MATCHING es el siguiente:

Problema 5.20:3MATCHING

Dado: tres conjuntosA, B y C, cada uno conn elementos y una
relación ternariaT ⊆ A× B × C

Pregunta: ¿existe un conjunto den triples (a, b, c) enT que no com-
parten ningún componente entre cualesquiera dos triples?

Teorema 5.30.3MATCHING esNP-completo.

La reducción es de3SATy está presentado en el libro de texto de Papadimitriou [15]. La
cantidad de problemasNP-completos de conjuntos es muy grande y uno de ellos sirve
para dar una reducción que muestra queprogramacíon enteraesNP-completo, mientras
programacíon linealpertenece aP.

5.6. Algoritmos pseudo-polinomiales

También el famosoproblema de la mochila(KNAPSACK, inglés: knapsack) esNP-
completo, lo que se muestra por un problema de conjuntos (cubierto exacto, inglés: exact
cover). Es un problema clásico de optimización combinatoria donde la instancia es una
lista deN diferentes artı́culosϕi ∈ Φ y cada objeto tiene unautilidad ν(ϕi) y un peso
ω (ϕi). La pregunta es qué conjuntoM ⊆ Φ de artı́culo deberı́a uno elegir para tener un
valor total por lo menosk si tiene una mochila que solamente soporta peso hasta un cierto
lı́mite superiorΨ. Entonces, con la restricción

Ψ ≥
∑

ϕ∈M

ω (ϕ) (5.48)

se aspira maximizar la utilidad total

∑

ϕ∈M

ν(ϕ) ≥ k. (5.49)

Cada instancia del problema de la mochila se puede resolver en tiempoO (N ·Ψ), aunque
el problema esNP-completo. Definimos variables auxiliaresV (w, i) que es el valor total
máximo posible seleccionando algunos entre los primerosi artı́culos tal que su peso total
es exactamentew. Cada uno de losV (w, i) conw = 1, . . . ,Ψ y i = 1, . . . , N se puede
calcular a través de la ecuación recursiva siguiente:

V (w, i+ 1) = máx{V (w, i), vi+1 + V (w − wi+1, i)} (5.50)
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dondeV (w, 0) = 0 para todow y V (w, i) = −∞ siw ≤ 0. Entonces, podemos calcular
en tiempo constante un valor deV (w, i) conociendo algunos otros y en total sonNΨ ele-
mentos. Este algoritmo tiene tiempo de ejecuciónO (N ·Ψ). La respuesta de la problema
de decisión es “sı́” únicamente en el caso que algún valorV (w, i) sea mayor o igual ak.

Entonces, ¿cómo puede ser esto un problemaNP-completo? Para pertenecer aP, ne-
cesitarı́a tener un algoritmo polinomialen el tamãno de la instancia, que es más como
N ·log Ψ y ası́ menor que el parámetro obtenidoN ·Ψ (tomando en cuenta queΨ = 2logΨ).
Tal algoritmos donde la cota de tiempo de ejecución es polinomial en los enteros de la
entrada y no sus logaritmos se llama un algoritmopseudo-polinomial.

5.7. Problemas fuertemente NP-completos

Un problema esfuertementeNP-completosi permaneceNP-completo incluso en el caso
que toda instancia de tamañon está restringida a contener enteros de tamaño máximo
p(n) para algún polinomialp. Un problema fuertementeNP-completo no puede tener
algoritmos pseudo-polinomiales salvo que si aplica queP sea igual aNP. Los problemas
SAT, MAX CUT, TSPD y HAMILTON PATH, por ejemplo, son fuertementeNP-completos,
pero KNAPSACK no lo es.
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Caṕıtulo 6

Estructuras de datos

Un paso tı́pico en el diseño de un algoritmo es la elección de una estructura de datos apro-
piada para el problema. En esta sección revisamos algunas estructuras que se utiliza en
construir algoritmos eficientes para problemas de decisión y problemas de optimización.

6.1. Arreglos

Un arreglo es una estructura capaz de guardar en un orden fijon elementos. Los ı́ndices
de las posiciones pueden empezar de cero

a[] = [a0, a1, a2, . . . , an−1] (6.1)

o alternativamente de uno
b[] = [b1, b2, . . . , bn−1, bn]. (6.2)

Hay que cuidar que se use las ı́ndices consistentemente. Se refiere comúnmente al ele-
mento con ı́ndicek comoa[k] en vez deak. El tiempo de acceso del elemento en posición
k en un arreglo esO (1).

Por defecto, se asume con los elementos guardados en un arreglo no estén ordenados
por ningún criterio. La complejidad de identificar si un arreglo no ordenadoa[] contiene
un cierto elementox esO (n), como habrá que comprar cada elementoa[k] conx y el
algoritmo termina al encontrar igualdad. Si el elemento no está en el arreglo, tenemos el
peor caso de exactamenten comparaciones.

Arreglos sirven bien para situaciones donde el número de elementos que se necesita es
conocido y no muy variable. Si el tamaño no está fijo ni conocido, comúnmente hay que
ajustar el tamaño por reservar en la memoriaotro arreglo del tamaño deseado y copiar los
contenidos del arreglo actual al nuevo.

83
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Figura 6.1: El peor caso de la búsqueda binaria: el elementopivote esa[k] tal quek = ⌊n
2
⌋.

Estamos buscando para el elemento pequeñox en un arreglo que no lo contiene,x < a[i]
para todoi. La parte dibujada en gris está rechazada en cada iteración.

6.1.1. B́usqueda binaria

Si el arreglo está ordenado en un orden conocido, un algoritmo mejor para encontrar
un elemento igual ax es la búsqueda binaria: compararx con el elementoa[k] donde
k = ⌊n

2
⌋ (o alternativamentek = ⌈n

2
⌉, depende de si los ı́ndices comienzan de cero o

uno). El elementoa[k] se llama el elementopivote. Si a[k] = x, tuvimos suerte y la
búsqueda ya terminó. Las otras opciones son:

(I) Si a[k] < x y el arreglo está en orden creciente, habrá que buscar entre los elemen-
tosa[k + 1] y el último elemento.

(II ) Si a[k] > x y el arreglo está en orden creciente, habrá que buscar entre el primer
elemento y el elementoa[k − 1].

(III ) Si a[k] < x y el arreglo está en orden decreciente, habrá que buscar entre el primer
elemento y el elementoa[k − 1].

(IV ) Si a[k] > x y el arreglo está en orden decreciente, habrá que buscar entre los
elementosa[k + 1] y el último elemento.

Entonces, sii es el primer ı́ndice del área donde buscar yj es el último ı́ndice del
área,repetimosel mismo procedimiento de elección dek y comparación con un arreglo
a(1) = [ai, ai+1, . . . , aj−1, aj ]. El resto del arreglo nunca será procesado, que nos ofrece un
ahorro. De esta manera, si el arreglo siempre se divide en dospartes de aproximadamente
el mismo tamaño, la iteración termina cuando la parte consiste de un sólo elemento. El
peor caso es que el elemento esté en la primera o la última posición del arreglo. La figura
6.1 muestra un ejemplo del peor caso.

Para contar cuántas divisiones tiene el peor caso, tomamosen cuenta que el tamaño de la
parte que queda para buscar tiene al máximo⌈n

2
⌉ elementos. Sabemos que al último nivel

el tamaño de la parte es uno. Considerando estas observaciones, llegamos ya con pura in-
tuición el hecho que en el peor caso habrálog2(n) divisiones. Cada división contiene una
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comparación dex con una[k] y la asignación del nuevo ı́ndice inferior y el nuevo ı́ndice
superior. Entonces son3 log2(n) operaciones y la complejidad asintótica esO (log(n)).

6.1.2. Ordenacíon de arreglos

Algoritmo de burbuja (bubble sort)

Hay varios algoritmos para ordenar los elementos de un arreglo. Uno de los más básicos
— y menos eficientes — es el algoritmo deburbuja(inglés: bubble sort):

(I) Inicia una variable contadora a cero:c := 0.

(II ) Comenzando desde el primer elemento, compáralo con el siguiente.

(III ) Si su orden está correcto con respeto a la ordenación deseada, déjalos ası́.

(IV ) Si no están en orden, con la ayuda de una variable auxiliart, intercambia sus valores
y incrementa a la contadora,c := c+ 1.

(V) Avanza a comparar el segundo con el tercero, repitiendo el mismo procesamiento,
hasta llegar al final del arreglo.

(VI ) Si al final,c 6= 0, asignac := 0 y comienza de nuevo.

(VII ) Si al finalc = 0, el arreglo está en la orden deseada.

En cada paso un elemento encuentra su lugar correcto, por lo cuál el número máximo de
iteraciones de hacer esn.

El peor caso es que el orden de los elementos es exactamente locontrario a lo deseado: por
ejemplo, para ordenarn elementos en orden creciente a orden decreciente, necesitamos
repetir el acceso al arreglo enteron veces (ve ejemplo en figura 6.2. En cada iteración, se
hacen−1 comparaciones y en el peor caso cada uno llega a un intercambio de posiciones.
La complejidad asintótica del algoritmo esO (n2).

Ordenación por seleccíon (selection sort)

Dado un arreglo den elementos, podemos ordenar sus elementos en el orden creciente
con el siguiente procedimiento:

(I) Asignai := primer ı́ndice del arregloa[].

(II ) Busca entrei y el fin del arreglo el elemento menor.

(III ) Denote el ı́ndice del mejor elemento pork y guarda su valor en una variable auxiliar
t := a[k].
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(IV ) Intercambia los valores dea[i] y a[k]: a[k] := a[i], a[i] := t.

(V) Incrementa el ı́ndice de posición actual:i := i+ 1.

(VI ) Itera hasta quei esté en el fin del arreglo.

Para ordenar en orden decreciente, habrá que siempre buscar el elemento mayor entrei
y el fin del arreglo. Este algoritmo se llamaordenacíon por seleccíon (inglés: selection
sort).

En el peor caso, cuando los valores del arreglo están en orden reverso a lo deseado, la
primera iteración tienen − 1 comparaciones, la segunda tienen − 2, etcétera, hasta que
el último solamente tiene una. En total, hay

1 + 2 + . . .+ n− 2 + n− 1 =

n−1∑

j=1

j =

n−1∑

j=0

j =
n(n− 1)

2
(6.3)

por ecuación 1.35. Entonces, la complejidad asintótica esO (n2), pero en práctica, aho-
rramos varias operaciones en comparación con la ordenaci´on por burbuja.

Ordenación por fusión (mergesort)

Es una operaciónO (n) combinar dos listas ordenadas en una sola lista ordenada bajo
el mismo criterio. Por ejemplo, si la entrada son dos listasA y B de números enteros
ordenaros del menor a mayor, la lista combinada se crea por leer el primer elemento de
A y el primer elemento deB, añadir el mı́nimo de estos dos en la lista nuevaC y re-
emplazar en la variable auxiliar por leer el siguiente elemento de su lista de origen. En
este idea se basa el algoritmo siguiente de ordenación.

La ordenaciónpor fusíon (inglés: mergesort) funciona por divisiones parecidas a las de la
búsqueda binaria. El arreglo está dividido a dos partes del mismo tamaño (más o menos
un elemento): la primera parte tiene largo⌊n

2
⌋ y la segunda tiene largon − ⌊n

2
⌋. Ambos

subarreglos están divididos de nuevo hasta que contengank elementos,k ≥ 1 ≪ n. Al
llegar al nivel donde la lista tienek elementos, se utiliza otro algoritmo de sortearlo, por
ejemplo uno de los dos ya presentados. Opcionalmente se podrı́a fijark = 1.

Las dos subarreglosbℓ[] y br[] ası́ ordenados estáncombinadoscon uso de memoria auxi-
liar: se forma un arreglob[] por elegir elementos del comienzo de los dos arreglos orde-
nados:

(I) Asignaiℓ := 0, ir := 0 y i := 0

(II ) Si bℓ[iℓ] < br[ir], asignab[i] := bℓ[iℓ] y después actualiza los ı́ndices relacionados:
iℓ := iℓ + 1 y i := i+ 1.

(III ) Si bℓ[iℓ] ≥ br[ir], asignab[i] := br[ir] y después actualiza los ı́ndices relacionados:
ir := ir + 1 y i := i+ 1.
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(IV ) Cuandoiℓ o ir pasa afuera de su subarreglo, copia todo lo que queda del otroarreglo
al final deb[].

(V) Mientras todavı́a quedan elementos en los dos subarreglos, repite la elección del
elemento menor a guardar enb[].

Ordenación rápida (quicksort)

La idea de la ordenación rápida es también dividir el arreglo, pero no necesariamente en
partes de tamaño igual. Se elige un elemento pivotea[k] según algún criterio (existen
varias opciones como elegirlo), y divide el arreglo de entradaa[] en dos partes: una parte
donde todos los elementos son menores aa[k] y otra parte donde son mayores o iguales
a a[k] por escanear todo el arreglo una vez. Esto se puede implementar con dos ı́ndices
moviendo el el arreglo, uno del comienzo y otro del final. El ı́ndice del comienzo busca
por el primer elemento con un valor mayor o igual al pivote, mientras el ı́ndice de atrás
mueve en contra buscando por el primer elemento menor al pivote. Al encontrar elementos
tales antes de cruzar un ı́ndice contra el otro, se intercambia los dos valores y continua
avanzando de las mismas posiciones de los dos ı́ndices. Al cruzar, se ha llegado a la
posición donde cortar el arreglo a las dos partes.

Se repite el mismo procedimiento con cada uno de las dos partes. Ası́ nivel por nivel
resultan ordenadas los subarreglos, y por el procesamientohecha ya en los niveles ante-
riores, todo el arreglo resulta ordenado. El análisis de quicksort está presentado como un
ejemplo del análisis amortizada en sección 7.3.1.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 3 4 5 6 7 8 9
2 3 1 4 5 6 7 8 9
2 3 4 1 5 6 7 8 9
2 3 4 5 1 6 7 8 9
2 3 4 5 6 1 7 8 9
2 3 4 5 6 7 1 8 9
2 3 4 5 6 7 8 1 9

2 3 4 5 6 7 8 9 1
3 2 4 5 6 7 8 9 1
3 4 2 5 6 7 8 9 1
3 4 5 2 6 7 8 9 1
3 4 5 6 2 7 8 9 1
3 4 5 6 7 2 8 9 1
3 4 5 6 7 8 2 9 1
3 4 5 6 7 8 9 2 1

3 4 5 6 7 8 9 2 1
4 3 5 6 7 8 9 2 1
4 5 3 6 7 8 9 2 1
4 5 6 3 7 8 9 2 1
4 5 6 7 3 8 9 2 1
4 5 6 7 8 3 9 2 1
4 5 6 7 8 9 3 2 1
4 5 6 7 8 9 3 2 1

...
7 8 9 6 5 4 3 2 1
8 7 9 6 5 4 3 2 1
8 9 7 6 5 4 3 2 1
...

8 9 7 6 5 4 3 2 1
9 8 7 6 5 4 3 2 1
...

Figura 6.2: El peor caso de ordenación con el algoritmo burbuja: los elementos están al
comienzo en orden creciente y el orden deseado es decreciente. La posición del proce-
samiento está marcada con letra negrita y por cada cambio, hay una lı́nea nueva. Las
iteraciones están separadas por lı́neas horizontales.



6.2. LISTAS 89

6.2. Listas

Listas son estructuras un poco más avanzadas que puros arreglos, como tı́picamente per-
miten ajustes de su capacidad.

Una listaenlazada(inglés: linked list) consiste de elementos que todos contengan además
de su dato, unpunteroal elemento siguiente. Si el orden de los elementos no está acti-
vamente mantenido, es fácil agregar un elemento en la lista: crear el elemento nuevo,
inicializar su puntero del siguiente elemento a nulo, y hacer que el puntero del siguiente
del último elemento actualmente en la lista apunte al elemento nuevo. Para acceder la lis-
ta, hay que mantener un puntero al primer elemento. Si tambi´en se mantiene un puntero al
último elemento, añadir elementos cuestaO (1) unidades de tiempo, mientras solamente
utilizando un puntero al comienzo, se necesita tiempoO (n), donden es el número de
elementos en la lista.

Si uno quiere mantener el orden mientras realizando inserciones y eliminaciones, hay que
primero ubicar el elementoanterioral punto de operación en la lista:

parainsertarun elemento nuevov inmediatamentedespúesdel elementou actual-
mente en la lista, hay que ajustar los punteros tal que el puntero del siguientev.sig
dev tenga el valor deu.sig, después de que se cambia el valor deu.sig a puntar a
v;

paraeliminarun elementov, el elemento anterior siendou, primero hay que asignar
u.sig := v.sig y después simplemente eliminarv, a que ya no hay referencia de la
lista.

Una listadoblemente enlazadatiene además en cada elemento un enlace al elemento an-
terior. Su mantenimiento es un poco más laborioso por tenerque actualizar más punteros
por operación, pero hay aplicaciones en las cuales su eficacia es mejor.

Con listas, ganamos tamaño dinámico, pero búsquedas y consultas de elementos ahora
tienen costoO (n) mientras con arreglos tenemos acceso en tiempoO (1) y tamaño “rı́gi-
do”.

6.2.1. Pilas

Una pila (inglés: stack) es una lista especial donde todas las operaciones están con el
primer elemento de la lista: se añade al frente y remueve delfrente. Su función es fácil de
entender pensando en una pila de papeles en un escritorio donde siempre se toma el papel
de encima para procesar y cada documento nuevo se coloca encima de los anteriores.
Una pila es bastante fácilmente implementada como una lista enlazada manteniendo un
punterop al primer elemento. Al añadir un elemento nuevov, primero se asignav.sig := p
y despuésp := v.
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6.2.2. Colas

Una cola (inglés: queue) es una estructura donde los elementos nuevos llegan al final,
pero el procesamiento se hace desde el primer elemento. También colas están fácilmente
implementadas como listas enlazadas, manteniendo un puntero al comienzo de la cola y
otro al final.

6.2.3. Ordenacíon de listas

Ordenación por inserción

Para ordenar una listaL = [ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn] en orden creciente, necesitamos una subrutina
insertar(L, i, x) que busca desde el comienzo la posicióni en la listaL por un
elementoℓj ≤ x hacı́a la primera posición, tal quej ≤ i. Al encontrar tal elemento,
el elementox estará insertada en la posición justo después del elemento ℓj. Si no se
encuentra un elemento ası́, se insertax al comienzo de la lista.

El procedimiento de la ordenación empieza con el primer elemento de la lista y progresa
con una variable indicadora de posicióni hasta el último elemento. Para cada elemento,
quitamosℓi de la lista y llamamos la subrutinainsertar(L, i, x) para volver a guardar-
lo.
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6.3. Árboles

Un árbol den vértices etiquetados1, 2, . . . , n se puede guardar en un arregloa[] de n
posiciones, donde el valor dea[i] es la etiqueta del vértice padre del vérticei. Otra opción
es guardar en cada elemento un puntero al vértice padre (y posiblemente del padre una
estructura de punteros a sus hijos).

Árboles son estructuras muy útiles para servir comoı́ndicesde bases de datos, o más sim-
plemente, grupos de datos que habrá que ordenar.Árboles permiten realizar eficientemen-
te operaciones comoinserciones, eliminacionesy búsquedasde los elementos guardados.
El único requisito es que exista unordensobre el espacio de lasclavesde los elementos
que se maneja, tal como el orden alfabético o orden creciente numérico, etcétera. Cada
elemento consiste de una clave (no necesariamente único) yun dato — el árbol de ı́ndice
se ordena por las claves y se puede buscar por el dato asociadoa una cierta clave.

6.3.1. Árboles binarios

Árboles binariosson una clase de árbol en uso muy común. En un árbol binario, cada
vértice que no es una hoja tiene al máximo dos vértices hijos: su hijo izquierdo y su hijo
derecho. Para un ejemplo, ve la figura 6.3. Si ningún vértice tiene solamente un hijo, se
dice que el árbol estálleno.

la raı́z

hijo derecho

ramo derecho de la raı́z

hijo izquierdo

Figura 6.3: Un ejemplo de un árbol binario.

Su uso como ı́ndices es relativamente fácil también para bases de datos muy grandes,
como diferentes ramos y partes del árbol se puede guardar endiferentespáginasde la
memoria fı́sica de la computadora. La figura 6.4 contiene un ejemplo, adaptado de Knuth
[11].

El problema con árboles binarios es que su forma depende delorden de inserción de los
elementos y en el peor caso puede reducir a casi una lista (verla figura 6.5).
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Figura 6.4: Un ejemplo de cómo dividir un árbol de ı́ndice en varias páginas de memoria:
las lı́neas agrupan juntos subárboles del mismo tamaño.

El peor caso de falta de balance paran = 8 tiene profundidad seis.

Un árbol balanceado conn = 8 y profundidad tres.

Figura 6.5: Un árbol binario de peor caso versus un árbol binario de forma óptima, ambos
con ocho vértices hojas.

6.3.2. Árboles AVL

Árboles AVL (de Adel’son-Vel’skii y Landis [2]) son árboles binarios que aseguran com-
plejidad asintóticaO (logn) para las operaciones básicas de ı́ndices.

La variación de árboles AVL que estudiamos acá guarda toda la información en sus hojas
y utiliza los vértices “internos” para información utilizado al realizar las operaciones del
ı́ndice. Los vértices que no son hojas ahora se llaman vértices deruteo. El orden del árbol
es tal que todas las hojas en el ramo del hijo izquierdo contienen clavesmenoresque el
valor del vértice de ruteo y todas las hojas en el ramo del hijo derecho contienen claves
mayores o igualesque el valor del vértice de ruteo mismo.

Por el uso de vértices de ruteo, los árboles que resultan son árboles llenos. Utilizamos en
los ejemplos enteros positivos como las claves. Para buscarla hoja con clavei, se empieza
del raı́z del árbol y progresa recursivamente al hijo izquierdo si el valor del raı́z esmayor
a i y al hijo derecho si el valor esmenor o iguala i. Cuando la búsqueda llega a una hoja,
se evalúa si el valor de la hoja esi o no. Si no esi, el árbol no contiene la clavei en
ninguna parte. El pseudocódigo de la búsqueda está en el cuadro 6.1.

El árbol estábalanceadosi el largo máximo esk, el largo mı́nimo tiene que ser mayor o
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Cuadro 6.1: Pseudocódigo del procedimiento de búsqueda en un árbol binario ordenado
con los datos en las hojas.

procedure ubicar(int clave,nodeactual) :leaf {
if (actual es una hoja){

return leaf ;
} else{

if (actual.clave ¡clave){
ubicar(clave, actual.derecho);
} else{

ubicar(clave, actual.izquierdo);
}
}
}

igual ak − 1. En este caso, el número de hojas del árboln es

2k ≤ n < 2k+1. (6.4)

La condición que utilizamos para decidir si o no un dado árbol esta balanceado se llama
la condicíon de balance AVL[2]; también existen otras condiciones. Para formular la
condición, hay que definir laaltura de un vértice:

A(v) =

{
1, si v es una hoja
máx{A(izq(t)),A(der(t))}+ 1, si v es de ruteo.

(6.5)

La altura de un ramo de un vérticev, es decir, un subárbol la raı́z de cual esv es la altura
de v. La altura del árbol entero es la altura de su raı́z. Un árbol balanceado se puede
caracterizar como un árbol con raı́zvr conA(vr) = O (log n). La condición de balance
AVL es que∀v ∈ V

|A(izq(v))−A(der(v))| ≤ 1. (6.6)

Para derivar unas cotas sobre la forma del árbol, definimos además laprofundidadde cada
vértice del árbol:

D(v) =

{
0, si v es la raı́z,
D(v.P) + 1, en otro caso.

(6.7)

La profundidad del árbol entero es simplementemáxv D(v). Aplica queD = A− 1.

Denotamos porn el numero de vértices en total y porH el numero de hojas del árbol. Para
todon = 2k, tenemosH = 2n− 1 y D = log2 n. Para ubicar a una clave a profundidadd
toma exactamented pasos en el árbol, es decir, tiempoO (d). Entonces, para cada árbol
perfectamente balanceado deH hojas, se puede localizar una clave en tiempo

O (D) = O (log2H) = O (log2 n) . (6.8)
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Para un árbol balanceado, la diferencia en el largo de los caminos es un constante, de he-
cho uno, por lo cual también para esos árboles aplica que sutiempo de acceso a cualquier
clave esO (log2 n).

La condición de balance AVL implica que para un vértice de ruteovr conA(vr) = a es
necesario que

o ambos de sus hijos tengan alturaa− 1

o un hijo tiene alturaa− 1 y el otro alturaa− 2.

El número de vértices de ruteo en el ramo de una hoja es cero.El tamãno del ramocon
raı́z env se puede expresar en términos de los tamaños de los ramos desus hijos: el
número de vértices de ruteoRv en el ramo dev es la suma del número de vértices de
ruteo en el ramo de su hijo izquierdoRw con el número de vértices de ruteo en el ramo
de su hijo derechoRu más uno por el vértice de ruteov mismo.

Utilizamos esta relación para escribir una ecuación recursiva para llegar a una cota su-
perior de la altura de un árbol: sea la altura del hijo izquierdow exactamentea − 1 y la
altura del otro hijovu la otra opcióna − 2. Denotamos porR(a) el número de vértices
de ruteo en un ramo con raı́z unv en alturaa. Nota que suponemos que el árbol está en
balance no perfecto en esta parte:w tiene alturaa − 1 mientrasu tiene alturaa − 2. La
ecuación recursiva es

Rv = Rw +Ru + 1
R(a) = R(a− 1) +R(a− 2) + 1

1 +R(a) = 1 +R(a− 1) +R(a− 2) + 1
(
1 +R(a)

)
=

(
1 +R(a− 1)

)
+
(
1 +R(a− 2)

)

F(a) = F(a− 1) + F(a− 2).

(6.9)

La sustitución que hicimos era1 + R(k) = F(k). Hemos llegado a la definición de la
sucesíon de Fibonacci, donde el elemento en posiciónk se llama elk-écimonúmero de
Fibonacci:

Fk =







0, si k = 0
1, si k = 1
Fk−1 + Fk−2, parak > 1.

(6.10)

A los números de Fibonacci aplica que

F(a) >
φa

√
5
− 1 (6.11)

dondeφ = 1+
√

5
2

es latasa dorada. Las condiciones iniciales son los siguientes:R(0) = 0
porque no hay vértices de ruteo en ramos de las hojas yR(1) = 1 porque el vértice de
ruteo mismo es el único en su ramo si sus ambos hijos son hojas.

Entonces la ecuación recursiva aplica paraR(k) dondek ≥ 2. La sustitución1+R(k) =
F(k) tampoco aplica desde el comienzo, como

F(0) = 0 < R(0) + 1 = 0 + 1 = 1
F(1) = 1 < R(1) + 1 = 1 + 1 = 2.

(6.12)
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a

a

b

c

Figura 6.6: La inserción de un elemento nuevo con la claveb tal queb < a resulta en la
creación de un vértice de ruteo nuevoc, hijos del cual serán los vértices hojas dea y b.

Sin embargo, los valores1 y 2 también aparecen en la sucesión de Fibonacci:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, . . . (6.13)

— ¡sonF(2) y F(3)! Entonces, podemos escribir para cadak queR(k) = F(k+2)+1.
Esto nos da

R(a) = F(a+ 2)− 1 > φa+2

√
5
− 2

R(a)− 2 = φa+2

√
5

logφ(R(a) + 2) = logφ

(
φa+2

√
5

)

logφ(R(a) + 2) = a+ 2− logφ(
√

5)
a ≈ 1,440 log(R(a) + 2)− 0,328.

(6.14)

Ya sabemos quen > R(A) porqueH > 0 — siempre hay hojas si el árbol no está com-
pletamente vacı́o. Entonces aplica que siguiente:

Teorema 6.31.Para cada árbol que cumple con la condición de balance AVL,A /
1,440 log(n + 2)− 0,328.

Parainsertarun elemento nuevo al árbol de ı́ndice, primero hay que buscar la ubicación
de la clave del elemento. Llegando a la hojavh donde deberı́a estar la clave, hay que crear
un vértice de ruteovr nuevo. La hojavh va a ser uno de los hijos del vértice de ruteo y el
otro hijo será un vértice nuevovn creado para el elemento que está insertado. El elemento
menor devh y vn será el hijo izquierdo y el mayor el hijo derecho. El valor del vértice
de ruteovr ası́ creado será igual al valor de su hijo derecho. La figura 6.6 muestra un
ejemplo.

Paraeliminar un elemento del árbol, hay que primero ubicar su posición ydespués eli-
minar además de la hoja su vértice de ruteovr y mover el otro vértice hijo del vértice de
ruteovh a la posición que ocupóvr. La figura 6.7 muestra un ejemplo.

Las operaciones de insertar y eliminar claves modifican la forma del árbol. La garantı́a
de tiempo de accesoO (log n) está solamente válida a árbolesbalanceados. Un árbol
estáperfectamente balanceadosi su estructura es óptima con respeto al largo del camino
de la raı́z a cada hoja: todas las hojas están en el mismo nivel, es decir, el largo máximo de
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a

b c

c

Figura 6.7: Al eliminar una hoja con claveb, también su padre, el vértice de ruteo con el
valora está eliminado.

Rotación simple izquierda Rotación simple derecha

Rotación doble izquiera-derecha Rotación doble derecha-izquierda
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Figura 6.8: Cuatro rotaciones básicas de árboles binarios para restablecer balance de las
alturas de los ramos.

tal camino es igual al largo mı́nimo de tal camino sobre todaslas hojas. Esto es solamente
posible cuando el número de hojas es2k parak ∈ Z+, en que caso el largo de todos los
caminos desde la raı́z hasta las hojas es exactamentek.

Necesitamos operaciones para “recuperar” la forma balanceada después de inserciones y
eliminaciones de elementos, aunque no cada operación causa una falta de balance en el
árbol. Estas operaciones se llamanrotaciones. Las cuatro variaciones básicas de rotacio-
nes están presentadas en la figura 6.8.

La rotación adecuada está elegida según las alturas de los ramos que están fuera de ba-
lance, es decir, tienen diferencia de altura mayor o igual a dos. Si se balancea después de
cada insercíon y eliminacíon siempre y cuando es necesario, la diferencia será siempre
exactamente dos: denotamos los hijos que están fuera de balance del vérticet poru y v,
con la notación de la figura 6.8 para los ramos: la “dirección” de la diferencia juntos con
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propiedades de los ramos determinan cuál rotación será implementada env






A(u) ≥ A(v) + 2 :







A(A) ≥ A(B) ⇒
rotación simple a la derecha,
A(A) < A(w) ⇒
rotación doble izquierda-derecha,

A(u) ≤ A(v)− 2) :







A(A) ≥ A(B) ⇒
rotación simple a la izquierda,
A(B) < A(w) ⇒
rotación doble derecha-izquierda.

(6.15)

Con esas rotaciones, ninguna operación va a aumentar la altura de un ramo, pero la puede
reducir por una unidad. La manera tı́pica de encontrar el punto de rotaciónt es regresar
hacı́a la raı́z después de haber operado con una hoja para verificar si todos los vértices
en camino todavı́a cumplan con la condición de balance. La complejidad asintótica de
buscar una hoja tomaO (log n) tiempo, la operación en la hoja tiempo constanteO (1),
la “vuelta” hacı́a la raı́z otrosO (log n) pasos, y cada rotación un tiempo constanteO (1).
Si al ejecutar una rotación, la altura det cambia, habrá que continuar hacı́a la raı́z porque
otras faltas de balance pueden técnicamente haber resultado. Si no hay cambio en la altura
det, no hay necesidad de continuar más arriba en el árbol.

6.3.3. Árboles rojo-negro

Otro tipo de árboles binarias son losárboles rojo-negro(inglés: red-black tree) . Las
reglas para mantener orden de las claves es las mismas. También ofrecen tiempo de acceso
y actualizaciónO (logn) y se balancea por rotaciones. En vez de la condición AVL, se
identifica vértices fuera de balance por asignar colores a los vértices. Un árbol rojo-negro
cumple las siguientes propiedades:

(I) Cada vértice tiene exactamente uno de los dos colores: rojo y negro.

(II ) La raı́z es negro.

(III ) Cada hoja es negro.

(IV ) Si un vértice es rojo, sus ambos hijos son negros.

(V) Para cada vérticev, todos los caminos dev a sus descendientes contienen el mismo
número de nodos negros.

Entonces, la estructura de un vértice contiene además de su clave y los punteros al padre
y los dos hijos, un color. Aplica para los árboles rojo-negro que sualtura esO (logn) y
que la expresión exacta tiene cota superior2 log2(n + 1).

Los árboles rojo-negro se balancea con rotaciones simples(ver figura 6.9. Al insertar
hojas nuevas, además de las rotaciones para restaurar balance, puede hacer falta recolorear



98 CAPÍTULO 6. ESTRUCTURAS DE DATOS

Rotación a la izq.

Rotación a la der.

v

vw

w

A

B C A

C

B

Figura 6.9: Las dos rotaciones de los árboles rojo-negro son operaciones inversas una para
la otra.

algunos vértices en el camino desde la hoja nueva hasta la raı́z. Las posibles violaciones
son de dos tipos: vértices de ruteo rojos que llegan a tener un hijo rojo por las rotaciones y
la raı́z siendo un vértice rojo por rotaciones. Es una idea buena implementar las rotaciones
y los cambios de color en una sola subrutina que se invoca después de cada inserción para
manejar los cambios eficientemente. También las operaciones de eliminación necesitan
su propia subrutina para las rotaciones y recoloreo, aunquees un poco más complicado
que el caso de inserción.

6.3.4. Árboles B

Los árboles B (inglés: B-tree) son aÅ•boles balanceadosno binarios. Todos los vértices
contienen datos y el número por datos por vértice puede sermayor a uno. Si un vértice
internal contienek clavesa1, a2, . . . , ak, tiene necesariamentek + 1 hijos que contienen
las claves en los intervalos[a1, a2], [a2, a3], . . . , [ak−1, ak].

Cada vértice contiene la información siguiente:

1. su número de clavesk

2. lask claves en orden no decreciente

3. un valor binario que indica si o no el vértice es una hoja

4. si no es una hoja,k + 1 punteros a sus hijosc1, c2, . . . , ck+1

Aplica para lasd clavesb1, . . . , bd en el ramo del hijoci queai ≤ bj ≤ ai+1 para cada
j ∈ [1, d]. Todas las hojas del árbol tienen la misma profundidad y la profundidad es exac-
tamente la altura del árbol. Además, se impone cotas superiores e inferiores al número de
claves que un vértice puede contener:
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(I) Cada vértice salvo que la raı́z debe contener por lo menost− 1 claves.

(II ) Cada vértice puede contener al máximo2t− 1 claves.

En consecuencia, cada vértice que no es hoja tiene por lo menos t hijos y al máximo2t
hijos. Un vértice esllenosi contiene el número máximo permitido de claves.

En los árboles B aplica para la alturaa del árbol que (omitimos la demostración) para
t ≥ 2,

a ≤ logt

n+ 1

2
. (6.16)

Búsqueda de una clave en un árbol B no diferencia mucho de laoperación de búsqueda
en árboles binarios, el único cambio siendo que habrá queelegir entre varias alternativas
en cada vértice intermedio.

Parainsertar, primero buscamos la posición en dónde insertar la clave nueva. Si el vértice
donde deberı́amos realizar la inserción todavı́a no estálleno, insertamos la clave y estamos
listos. Si el vértice es lleno, habrá que identificar su clave mediana y dividir el vértice en
dos partes. La mediana misma moverá al vértice padre para marcar la división, pero esto
puede causar que el padre también tendrá que dividirse. Las divisiones pueden continuar
recursivamente hasta la raı́z.

Como también impusimos una cota inferior al número de claves, al eliminar una clave
podemos causar que un vértice sea “demasiado vacı́o”. Entonces, al eliminar claves, los
vértices “chupan” claves de reemplazo de sus hojas o de su padre. La operación que
resulta se divide en varios casos posibles.

Los árbolesmulticaminos(inglés: B+ trees) tienen además punteros extras entre v´ertices
que son “hermanos” para ofrecer más posibilidades simplespara mover claves al buscar,
insertar y eliminar claves.

6.3.5. Árboles biselados

Los árboles biselados(inglés: splay tree) son árboles binarios que ofrecen en tiempo
O (log n) cualquiera de las operaciones siguientes: búsqueda, inserción y eliminación de
una clave, igual como la unión y división de árboles. En unárbol biseladocada v́ertice
contiene a una clave y las claves en el ramo izquierdo son menores que la clave del vértice
mismo, mientras a la derecha están las claves mayores. Las claves son únicas. Los árboles
biselados no están balanceados, si no por suerte — las operaciones no cuidan ni restauran
balance.

En este caso, no hay ningún dato asociado a una clave, por lo cual una búsqueda por la
claveℓ tiene simplemente salidas “sı́” (en el caso que la clave est´a presente en el árbol)
y “no” (en el caso que la clave no está incluido). Para aplicar una unión, todas las claves
de uno de los dos árboles tienen que ser menores a la clave mı́nima del otro. La división
divide a un árbol a dos árboles tal que todas las claves de uno de los árboles que resultan
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+ +

splay(+∞, A)

Figura 6.10: La unión de dos árboles biselados.

son menores o iguales a una clave dada como parámetro y las mayores están en el otro
árbol.

La operación básica utilizada para implementar todas estas operaciones essplay(ℓ,A):
lo que hacesplay es convertir el árbolA a tal forma que el vértice con claveℓ es la raı́z,
si presente, y en la ausencia deℓ enA, la raı́z será

máx {k ∈ A | ℓ > k} (6.17)

si A contiene claves menores aℓ y mı́n {k ∈ A} en otro caso. El orden de las claves
después de la operación cumple el mismo requisito de ordende las claves.

Las operaciones están implementadas de la manera siguiente utilizandosplay:

búsqueda deℓ enA: ejecutasplay(ℓ, A). Si la raı́z en el resultado esℓ, la salida
es “sı́”, en otro caso “no”.

unión deA1 conA2: se supone que las claves deA1 son todos menores que la clave
mı́nima deA2. Ejecutamossplay(∞,A1) para lograr que la raı́z deA1 modificado
es su clave máxima y todos los otros vértices están en el ramo izquierdo. Hacemos
queA2 sea el ramo derecho. (Ver figura 6.10.)

división deA con la claveℓ: ejecutamossplay(ℓ,A). Los dos árboles resultantes
serán tal queA1 contiene solamente el ramo derecho de la raı́z yA2 el resto delA
modificado.

eliminación deℓ deA: divideA con la claveℓ. Si resulta queℓ es la raı́z, quı́talo y
ejecuta la unión de los dos ramos sinℓ. Si ℓ no es la raı́z, solamente vuelve a juntar
A1 como el ramo derecho deA2.

inserción de ℓ enA: ejecuta la división deA con ℓ. Si ℓ ya es la raı́z, solamente
vuelve a juntarA1 como el ramo derecho deA2. Si no lo es, crea un vértice raı́z
nuevo con la claveℓ y hazA2 su ramo derecho yA1 su ramo izquierdo.

Lo que queda entender es cómo implementar el métodosplay mismo. Comenzamos
como cualquier búsqueda en un árbol binario ordenado desde la raı́z utilizando el hecho
que las claves pequeñas están a la izquierda y las grandes ala derecha — en compara-
ción con la clave del vértice actual. Al terminar la búsqueda en un vérticev, empezamos
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rotaciones simples para moverv hacı́a la raı́z sin mezclar el orden de las claves (ver las
rotaciones simples en la figura 6.8). Las rotaciones se eligesegún las relaciones entre un
vérticev y su padre y “abuelo”.

Si v tiene padre perono tiene abuelo, elegimos una rotación simple derecha de la figura
6.8). Este es el caso de la última operación con cualv llega al ser la raı́z.

Si v tiene un padreu y un abuelow los dos, hay varios casos. En el caso quev y u los dos
son hijos derechos, elegimos una rotación doble derecha-derecha (ilustrada en la figura
6.11), y si son ambos hijos izquierdos, una rotación doble izquierda-izquierda que es la
misma pero “por espejo”. En el caso que otro dev y u es un hijo izquierdo y el otro
derecho, elegimos una de las rotaciones dobles de la 6.8.

A

rotate(y)
rotate(x)

x

A B

y

C

z

D

DC

y

B

x

z

Figura 6.11: Una rotación doble derecha-derecha.
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Bk+1

Bk

Bk

Figura 6.12: La definición recursiva de un árbol binómicoBk+1 en términos de dos copias
deBk. La raı́z deBk+1 es el vértice gris.

6.4. Mont́ıculos

Un mont́ıculo (inglés: heap) es una estructura compuesta por árboles. Existen muchas
variaciones de montı́culos. La implementación tı́pica deun montı́culo se basa de árboles,
mientras árboles se puede guardar en arreglos. Entonces, las implementaciones se basan
en arreglos o el uso de elementos enlazados.

6.4.1. Mont́ıculos binómicos

Un mont́ıculo bińomico se define de una manera recursiva. Unárbol binómico de un
vértice esB0 y el único vértice es la raı́z. El árbolBk+1 contiene dos copias deBk tales
que la raı́z de una copia es la raı́z deBk+1 y la raı́z de la otra copia es un hijo directo de
esta raı́z (ver figura 6.12). Algunas consecuencias de esta definición son que

1. El árbolBk contiene2k vértices.

2. La altura deBk esk.

3. La raı́z deBk tienek hijos directosBk−1, Bk−2, . . . , B1, B0.

Las claves están guardadas en un árbol binómico según elorden de montı́culo: la clave
del vértice padre es menor que la clave de su hijo. Cada vértice contiene una clave. Un
mont́ıculo bińomicoes un conjunto de árboles binómicos tal que no hay duplicados de los
Bk. Si el número de claves para guardar esn, tomamos la representación binaria den,

n = bkbk−1 . . . b2b1b0, (6.18)

donde losbi son los bits yk es el número mı́nimo de bits requeridos para representarn.
Si bi = 1, en el montı́culo está presente un árbol binómicoBi, y si bi = 0, ese tamaño de
árbol no forma parte del montı́culo. Por definición, el largo del número binario eslog2 n,
o seaO (log n). Por seguir el orden de montı́culo en cada árbol, se puede encontrar la
clave mı́nima del montı́culo en tiempoO (log |n). La figura 6.13 muestra un ejemplo de
un montı́culo binómico compuesto por cinco árboles.
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Figura 6.13: Un ejemplo de un montı́culo binómico, compuesto por cinco árboles binómi-
cos.

Cada vértice del montı́culo tiene guardado además de su propia clave, su grado (en este
contexto: el número de hijos que tiene) y trespunteros: a su padre, a su hermano y a su
hijo directo. La operación deencadenacíon forma de dos árbolesBn un árbolBn+1 tal
que el árbolBn con clave mayor a su raı́z será un ramo del otro árbolBn. Esta operación
se realiza en tiempoO (1).

Paraunir dos montı́culos binómicos, hay que recorrer las listas de raı́ces de los dos
montı́culos simultaneamente. Al encontrar dos árboles del mismo tamañoBi, se los junta
a un árbolBi+1. Si uno de los montı́culos ya cuenta con unBi+1 se los junta recursiva-
mente. Si hay dos, uno queda en el montı́culo final como un árbol independiente mientras
en otro se une con el recien creado. Esta operación necesitaO (log n) tiempo.

Entonces, parainsertarun elemento, creamos unB0 en tiempoO (1) y lo juntamos en el
montı́culo en tiempoO (logn), dando una complejidad total deO (logn) para la inser-
ción.

Paraeliminar el elemento ḿınimo, lo buscamos en tiempoO (log n), le quitamos y crea-
mos otro montı́culo de sus hijos en tiempoO (logn). Unimos los dos montı́culos en
tiempoO (logn). Entonces el tiempo total para esta operación es tambiénO (log n).

Paradisminuirel valor de una clave, levantamos el vértice correspondiente más cerca de
la raı́z para no violar el orden del montı́culo en tiempoO (log n).

Para eliminar un elemento cualquiera, primero disminuimossu valor a−∞ en tiempo
O (log n) y después quitamos el mı́nimo en tiempoO (log n).

6.4.2. Mont́ıculos de Fibonacci

Un mont́ıculo de Fibonaccies una colección de árboles (no binómicos) que respetan el
orden de montı́culo con las claves. Cada vértice contiene,además de su clave, punteros
a su padre, sus dos hermanos (a la izquierda y a la derecha), elgrado y unmarcador. El
marcador del vérticev tiene el valor uno si el vérticev ha perdido un hijo después de la
última vez que volvió a ser un hijo de otro vértice el vértice v mismo. Las raı́ces están
en una cadena a través de los punteros a los hermanos, formando una lista doblemente
enlazada. La lista se completa por hacer que el último vértice sea el hermano izquierdo
del primero.
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De nuevo, por el orden de montı́culo y el manejo del número deárboles, el elemento
mı́nimo se encuentra en tiempoO (1). Para insertar un elemento, se crea un árbol con un
sólo vértice con marcador en cero (en tiempoO (1)). La unión de dos listas de raı́ces se
logra simplemente por modificar los punteros de hermanos para lograr que sean una lista
después de la otra (en tiempoO (1) — son cuatro punteros que serán modificados).

Para eliminar el elemento mı́nimo, simplemente se lo quita de la lista de raı́ces y adjun-
tando la lista de los hijos del vértice eliminado en el mont´ıculo como si estuviera otro
montı́culo. Después de la eliminación, se repite una operación decompresíon hasta que
las raı́ces tengan grados únicos. Aquı́ la dificultad vienede encontrar eficientemente las
raı́ces con grados iguales para juntarlos. Se logra por construir un arreglo auxiliar mien-
tras recorriendo la lista de raı́ces: el arreglo tiene el tamaño de grados posibles y se guarda
en el elementoi una raı́z encontrado con gradoi. Si el elemento ya está ocupado, se junta
los dos árboles y libera el elemento del arreglo. Esto claramente hay que aplicar recur-
sivamente. Es importante notar que después de haber compresionado la lista de raı́ces,
el número de raı́ces esO (log n) porque todas las raı́ces tienen una cantidad diferente de
hijos y ninguna raı́z puede tener más queO (logn) hijos.

Para disminuir el valor de una clave, hay dos opciones: si está en una raı́z, es trivial
(solamente modificando su valor). En el otro caso, habrá quequitar el vérticev con la
clave de la lista de hermanos y convertirlo a una raı́z nueva.Si el padrew dev llevaba
el valor uno en su marcador, también se quitaw y lo convierte en una raı́z nueva. En el
otro caso, se marca el vérticew (por poner el valor uno en el marcador). Lo de convertir
vértices en raı́ces habrá que hacer recursivamente hastallegar a un padre con el valor de
marcador en cero.

En unmont́ıculo bińomico, el número de hijos por vértice es al máximoO (log n) donde
n es la cantidad total de vértices en el montı́culo. En el peorcaso, los vértices forman un
sólo árbol, donde la raı́z tiene muchos hijos y no hay muchos otros vértices.

Denotamos porBk el árbol binómico mı́nimo donde la raı́z tengak hijos. Los hijos son
B0, . . . , Bk−1 y Bi tienei hijos. Aplica que

|Bk| = 1 +

k−1∑

i=0

|Bi| = 2k. (6.19)

Entonces,log2 |Bk| = log2 2k = k log2 2 = k, que nos da el resultado deseado de
O (log n).

Mostramos de la misma manera que en un montı́culo Fibonacci un vértice tiene al máximo
O (log n) hijos. En el peor caso, todos los vértices están en un sóloárbol y una cantidad
máxima de los vértices son hijos directos de la raı́z. Lo único que hay que establecer
es que los ramos de los hijos de la raı́z tienen que ser grandes. Ası́ establecemos que
solamente unos pocos vértices (en comparación con el número totaln) pueden ser hijos
de la raı́z.

Seah ≥ 0 y Fh un árbol de un montı́culo Fibonacci donde la raı́zv tieneh hijos, pero
donde la cantidad de otros vértices es mı́nima. Al momento de juntar el hijoHi, ambos
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vérticesv y Hi tuvieron exactamentei − 1 hijos. Después de esto, para que tenga la
cantidad mı́nima de hijos,Hi ha necesariamente perdido un hijo; si hubiera perdido más
que uno,Hi habrı́a sido movido a la lista raı́z. Entonces,Hi tienei − 2 hijos y cada uno
de ellos tiene la cantidad mı́nima posible de hijos. Entonces,Hi es la raı́z de unFi−2.
Entonces, los hijos de unFr son las raı́ces deF0, F1, . . . , Fr−2 y además un hijo tipo hoja
que no tiene hijos. En total, la cantidad total de vértices es

|Fr| =
{

1, si r = 0, (solamente la raı́z)
2 +

∑r−2
i=0 |Fi|, si r > 0, la raı́z, la hoja y los ramos.

(6.20)

Abrimos la recursión:

|F0| = 1
|F1| = 2
|F2| = 2 + |F0| = |F1|+ |F0|
|F3| = 2 + |F0|+ |F1| = |F2|+ |F1|
|F4| = 2 + |F0|+ |F1|+ |F2| = |F3|+ |F2|

...
|Fr| = |Fr−1|+ |Fr−2| .

(6.21)

Resulta que el número de vértices enFr es el número de FibonacciF(r + 2) (definido
en la ecuación 6.10 en página 94). Utilizamos de nuevo la cota inferior de ecuación 6.11:

|Fr| = F(r + 2) ≥
(1 +

√
5

2

)r+1

. (6.22)

Con las propiedades de logaritmo, llegamos alog n = logFr ≥ (r+ 1) logC dondeC es
algún constante, por lo cual tenemosr = O (log n).
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6.5. Grafos

Para guardar un grafo den vértices etiquetados1, 2, 3, . . . , n, se puede guardar la matriz
de adyacencia solamente es eficiente si el grafo es muy denso,porque la matriz ocupan2

elementos y sim es mucho menor quen2, la mayorı́a del espacio reservado tiene el valor
cero. Para ahorrar espacio, se puede utilizarlistas de adyacencia. Se necesita un arreglo
a[], cada elemento de cuál es una lista de largo dinámico. La lista dea[i] contiene las
etiquetas de cada uno de los vecinos del vérticei. El tamaño de la estructura de listas de
adyacencia esO (n+m) ≤ O (m) = O (n2). Esto es muy parecido al implementar un
grafo como una estructura enlazada, con punteros a todos losvecinos de cada vértice.

6.5.1. B́usqueda y recorrido en grafos

Los algoritmos de procesamiento de grafos comúnmente utilizan colas. Los dos ejemplos
más fundamentales son los algoritmos debúsqueday recorrido. El recorrido de un grafo
(o un árbol) es el proceso de aplicación de un método sistemático para visitar cada vértice
del grafo (o árbol). Un algoritmo de búsqueda es un métodosistemático para recorrer un
grafo de entradaG = (V,E) con el propósito de encontrar un vértice delG que tenga una
cierta propiedad.

Algorı́tmicamente cada algoritmo de búsqueda realiza un recorrido en el caso que visita
todos los vértices sin encontrar solución. Entonces, el mismo pseudocódigo sirve para los
dos usos con modificaciones muy pequeñas. Los usos tı́picosde algoritmos de recorrido
incluyen

la construcción de caminos

la computación distancias

la detección de ciclos

la identificación de los componentes conexos

Búsqueda en profundidad (DFS)

DadoG y un vértice inicialv ∈ V , el procedimiento general es el siguiente (L es una
pila):

1. crea una pila vacı́aL

2. asignau := v

3. marcau visitado

4. añadecadavérticeno marcadoenΓ (v) al comienzodeL
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5. quita del comienzo deL todos los vértices marcados

6. siL está vacı́a, termina

7. asignau := el primervértice enL

8. quita el primer vértice deL

9. continua de paso (3)

El algoritmo DFS puede progresar en varias maneras; el orden de visitas depende de cómo
se elige a cuál vecino se va. Algunas aristas encontradas apuntan a vértices ya visitados.

También se puede formular DFS como un algoritmo recursivo: dado un vértice de inicio,
el grafoG = (V,E) y un conjuntoL de vértices ya visitados (inicialmenteL := ∅), basta
con definir

dfs(v,G,L) {
L := L ∪ {v}
para todow ∈ Γ (v) \ L :

dfs(w,G,L).
}

(6.23)

Si el algoritmo DFS se utiliza para realizar algún procesamiento en los vértices, con la
implementación recursiva se puede fácilmente variar en qué momento “realizar la visita”:
las opciones son “visitar” antes o después de llamar la subrutina dfs para los vecinos. El
orden de visitas a los vértices si la visita se realiza antesde la llamada recursiva se llama
el preordeny el orden de visitas en el caso de visitar después se llamapostorden.

En las dos implementaciones, la complejidad asintótica deDFS esO (n+m): cada arista
está procesada por máximo una vez “de ida” y otra “de vuelta”. Cada vértice solamente
se procesa una vez, porque los vértices “ya marcados” no serán revisitados.

DFS produce una clasificación en las aristas{v, w} del grafo: lasaristas deárbol son las
aristas por las cuales progresa el procedimiento, es decir,en la formulación recursiva,w
fue visitado por una llamada dev o vice versa. Estas aristas forman un árbol cubriente
del componente conexo del vértice de inicio. Depende de la manera en que se ordena los
vecinos que habrá que visitar cuáles aristan serán aristas de árbol. Un vérticev es elpadre
(directo o inmediato) de otro vérticew si v lanzó la llamada recursiva para visitar aw.
Si v es el padre dew, w eshijo de v. Cada vértice, salvo que el vértice de inicio, que
se llama laraı́z del árbol, tiene un vértice padre único. El número de hijos que tiene un
vértice puede variar.

Un vérticev es unantepasadode otro vérticew si existe una sucesión de vérticesv =
u1, u2, . . . , uk = w tal queui es el padre deui+1. En ese caso,w es undescendientede
v. Si k = 2, o sea,v es el padre directo dew, v es el antepasado inmediato dew y w es
un descendiente inmediato dev. La raı́z es un antepasado de todos los otros vértices. Los
vértices sin descendientes sonhojas.

Las aristas que no son aristas de ábrol se clasifica en tres clases:
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(I) unaarista procedenteconectan un antepasado a un descendienteno inmediato,

(II ) unaarista retrocedenteconecta un descendiente a un antepasadono inmediato,

(III ) unaarista transversaconecta un vértice a otro tal que no son ni antepasados ni
descendientes uno al otro — están de diferentesramosdel árbol.

Nota que aristas procedentes y aristas retrocedentes son lamisma clase en un grafo no
dirigido.

El nivel de un vérticev tiene la siguiente definición recursiva:

nivel(v) =

{
0, si v es la raı́z,
nivel(u) + 1, si u es el padre dev.

(6.24)

La definición delaltura es similar, pero en la otra dirección:

altura(v) =

{
0, si v es una hoja,
máx {altura(u) + 1} , si u es un hijo dev.

(6.25)

El subárbol dev es el árbol que es un subgrafo del árbol cubriente dondev es la raı́z; es
decir, solamente vértices que son descendientes dev están incluidos además dev mismo.

Búsqueda en anchura

La búsqueda en anchurautiliza una colaL. DadoG y un vértice inicialv ∈ V , el proce-
dimiento general es el siguiente:

1. crea una cola vacı́aL

2. asignau := v

3. marcau visitado

4. añadecadavérticeno marcadoenΓ (v) al fin deL

5. siL está vacı́a, termina

6. asignau := el primervértice enL

7. quita el primer vértice deL

8. continua de paso (3)

Algunas aristas encontradas apuntan a vértices ya visitados.
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6.5.2. Componentes conexos

Se puede utilizar la búsqueda en profundidad para determinar los componentes cone-
xos de un grafo. Como ya definido en sección 1.8, un grafo es conexo si cada vértice
está conectado a todos los vértices por un camino. Por iniciar DFS en el vérticev, el
conjunto de vértices visitados por el recorrido corresponde al componente conexo dev,
porque el algoritmo efectivamente explora todos los caminos que pasan porv. Si el gra-
fo tiene vértices que no pertenecen al componente dev, elegimos uno de esos vértices
u y corremos DFS desdeu. Ası́ encontramos el componente conexo que contiene au.
Iterando ası́ hasta que todos los vértices han sido clasificados a un componente, se logra
determinar todos los componentes conexos.

El número de vértices siendon, repetimos DFS por máximoO (n) veces y cada recorrido
toma tiempoO (n +m). Sin embargo, cada recorrido DFS ve valores menores den y
m porque no vuelve a procesar nada ya marcado, y por definiciones, desde un compo-
nente conexo no hay ninguna arista a otro componente conexo.Entonces, efectivamente
procesamos cada vértice y cada arista exactamente una vez.Considerando que

n ∈ O (m) ∈ O (n+m) ∈ O
(
n2
)
, (6.26)

tenemos un algoritmo para identificar los componentes conexos en tiempoO (n2).

En un grafo conexo, podemos clasificar las aristas según un recorrido DFS: asignamos
al vértice inicial la etiqueta “uno”. Siempre al visitar a un vértice por la primera vez, le
asignamos una etiqueta numérica uno mayor que la última etiqueta asignada. Ası́ todos
los vértices llegan a tener etiquetas únicas en[1, n]. Llamamos la etiqueta ası́ obtenida “el
número de inicio” del vértice y lo denotamos porI(v).

Asignamos otra etiqueta a cada vértice tal que la asignaci´on ocurre cuando todos los
vecinos han sido recurridos, empezando de1. Ası́ el vértice de inicio tendrá la etiquetan.
Estas etiquetas se llaman “números de final” de los vértices y son denotados porF (v).

Las I(v) definen el orden previo (inglés: preorder) del recorrido y lasF (v) el orden
posterior (inglés: postorder). Una arista{v, u} es

una arista de árbol si y sólo si el recorrido llegó au directamente desdev,

una arista retrocedente si y sólo si(I(u) > I(v)) ∧ (F (u) < F (v)),

una arista transversa si y sólo si(I(u) > I(v)) ∧ (F (u) > F (v)), y

una arista procedente si y sólo si en el recorridov es un antepasado deu.

De nuevo hay que tomar en cuanta que en grafos no dirigidos, las aristas retrocedentes
son también procedentes y vice versa.



110 CAPÍTULO 6. ESTRUCTURAS DE DATOS

Componentes doblemente conexos

Un grafo no dirigido esk-conexo si de cada vértice hay por lo menosk caminosdistintos
a cada otro vértice. El requisito de ser distinto puede ser de parte de los vértices tal que
no pueden pasar por los mismos vértices ningunos de losk caminos (inglés: vertex con-
nectivity) o de las aristas tal que no pueden compartir ninguna arista los caminos (inglés:
edge connectivity).

En el sentido de vértices distintos, aplica que la intersección de dos componentes distintos
que son ambos2-conexos consiste por máximo un vértice. Tal vértice se llama unvértice
de articulacíon. Utilizamos esta definición para llegar a un algoritmo paraencontrar los
componentes2-conexos de un grafo no dirigido.

Seav un vértice de articulación y tengamos un bosque de extensión del grafo (o sea, un
árbol cubriente de cada componente conexo — el mismo DFS que identifica los com-
ponentes conexos simples genera tal árbol). Siv es la raı́z de un árbol cubriente, tiene
necesariamente por lo menos dos hijos, porque por definición de los vértices de articula-
ción, un recorrido no puede pasar de algún componente a otro sin pasar porv.

Si v no es la raı́z, por lo menos un ramo dev contiene un componente doblemente cone-
xo (o sea,2-conexo). De tal ramo no es posible tener una arista retrocedente a ningún
antepasado.

Hacemos un recorrido y marcamos para cada vértice que tan cerca de la raı́z se puede
llegar solamente por las aristas de árbol y las aristas retrocedentes:

R(v) = mı́n

{

{
I(v)

}
∪
{

I(u) | ∧ u es un antepasado dev
v o un descendiente suyo tiene arista conu

}
}

(6.27)

Un vérticev queno es la raı́z es un vértice de articulación si y sólo si tieneun hijou tal
queR(u) ≥ I(v). Una definición recursiva deR(v) es

R(v) = mı́n
{

∪ {I(v)} ∪ {R(u) | u es un hijo dev}
{I(u) | {v, u} es una arista retrocedente}

}

. (6.28)

De hecho, podemos incorporar en el DFS original la calculación de losR(v) de todos los
vértices.

Para facilitar la implementación, se puede guardad aristas en una pilaP al procesarlos.
Cuando el algoritmo está “de vuelta” y encuentra un componente doblemente conexo,
las aristas del componente están encima de la pila y se puedequitarlas con facilidad. El
procedimiento de inicialización será

inicio := 0;
P := ∅;
para todov ∈ V ;

I(v) := 0;
para todov ∈ V ;
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Figura 6.14: Un grafo dirigido pequeño con dos componentesfuertemente conexos.

si I(v) = 0
doblemente-conexo(v)

y el procedimiento recursivo que realiza el algoritmo

procedure doblemente-conexo(v)
inicio := inicio +1;
I(v) := inicio;
R(v) := I(v)
para cada{v, u} ∈ E
si I(u) = 0

añade{v, u} enP;
padre(u) := v;
doblemente-conexo(u);
si R(u) ≥ I(v)

elimina aristas deP hasta e inclusa{v, v′};
R(v) := mı́n{R(v), R(u)};

en otro caso siu 6= padre(v);
R(v) := mı́n{R(v), I(u)}

El algoritmo visita cada vértice y recorre cada arista. El tiempo de procesamiento de un
vértice o una arista es constante,O (1). Entonces la complejidad del algoritmo completo
esO (n+m).

Componentes fuertemente conexos

Un grafo dirigido estáfuertemente conexosi de cada uno de sus vértices existe un camino
dirigido a cada otro vértice. Suscomponentes fuertemente conexosson los subgrafos ma-
ximales fuertemente conexos. La figura 6.14 muestra un ejemplo.

Los componentes fuertemente conexos deG = (V,E) determinan una partición de los
vértices deG a las clases de equivalencia según la relación de clausurareflexiva y tran-
sitiva de la relación de aristasE. Las aristas entre los componentes fuertemente conexos
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determinan una orden parcial en el conjunto de componentes.Ese orden parcial se puede
aumentar a un orden lineal por un algoritmo deordenacíon topoĺogica.

Cuando uno realiza un recorrido en profundidad, los vértices de un componente conexo
se quedan en el mismo ramo del árbol cubriente. El vértice que queda como la raı́z del
ramo se dice la raı́z del componente. La meta de ordenación topológica es encontrar las
raı́ces de los componentes según el orden de sus númerosF (v). Al llegar a una raı́zvi,
su componente está formado por los vértices que fueron visitados en el ramo devi pero
no fueron clasificados a ninguna raı́z anteriorv1, . . . , vi−1. Esto se puede implementar
fácilmente con una pila auxiliarP, empujando los vértices en la pila en el orden del
DFS y al llegar a una raı́z, quitándolos del encima de la pila hasta llegar a la raı́z misma.
Ası́ nada más el componente está eliminado de la pila.

Lo que queda es saber identificar las raı́ces. Si el grafo contiene solamente aristas de árbol,
cada vértice forma su propio componente. Las aristas procedentes no tienen ningún efecto
en los componentes. Para que una vértice pueda pertenecer en el mismo componente con
otro vértice, tienen que ser conectados por un camino que contiene aristas retrocedentes
o transversas (ver figura 6.15).

Figura 6.15: Situaciones en las cuales dos vértices (en gris) pueden pertenecer en el mismo
componente fuertemente conexo; las aristas azules son retrocedentes y las aristas verdes
transversas. Las aristas de árbol están dibujados en negro y otros vértices (del mismo
componente) en blanco.

Para buscar las raı́ces, utilizamos un arreglo auxiliarA(v) para guadrar un número para
cáda vértice encontrado (ver figura 6.16 para una ilustración):

A(v) = mı́n






{I(v)} ∪






I(v′) |

∃w que es descendente dev tal que

∧ {w, u} es retrocedente o transversa
la raı́z del componente deu es un antepasado dev













(6.29)

Entonces, siA(v) = I(v), sabemos quev es una raı́z de un componente. Para todo otro
vértice aplica queA(v) < I(v), porqueA(v) contiene el valor delI(v) de un vértice
anteriormente recorrido por una arista retrocedente o transversa o alternativamente un
valor deA(v) está pasado av por un descendiente. También podemos formularA(v) en
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v

w
u

Figura 6.16: La situación de la ecuación 6.29. La raı́z delcomponente está dibujado en
gris y la flecha no continua es un camino, no necesariamente una arista directa.

forma recursiva:

A(v) = mı́n { {I(v)}
∪ {A(u) | u es hijo dev}
∪ {I(u) | {v, u} es retrocedente o transversa

∧ la raı́z del componente deu es un antepasado dev}} .
(6.30)

Durante la ejecución el algoritmo, en la pila auxiliarP habrá vértices los componentes de
los cuales no han sido determinados todavı́a. Para facilitar el procesamiento, mantenemos
un arreglo de indicadores:guardado(v) = true si v está en la pila auxiliar yfalse
en otro caso. Ası́ podemos determinar en el momento de procesar una arista retrocedente
o transversa{v, u} si la raı́z deu es un antepasado dev. Si lo es,u está en el mismo
componente conv y los dos vérticesv y la raı́z están todavı́a en la pila. El algoritmo en
pseudo-código está en el cuadro 6.2

En el algoritmo del cuadro 6.2, cada vértice entra la pilaP una vez y sale de la pila una
vez. Adicionamente hay que procesar cada arista. La computación por vértice o arista es
de tiempo constante. Entonces tenemos un algoritmo con tiempo de ejecuciónO (n+m).

6.6. Tablas de dispersíon dinámicas

Una tabla de dispersíon (inglés: hash table) son estructuras de datos que asociencla-
vesconvalores. Por ejemplo, se podrı́a implementar una guı́a telefónicapor guardar los
números (los valores) bajo los nombres (las claves). La idea es reservar primero espa-
cio en la memoria de la computadora y después alocarlo a la información insertada, de
tal manera que siempre será rápido obtener la información que corresponde a una clave
dada.
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Una función de dispersíon (también: una función hash) es una función del conjunto de
claves posibles a las direcciones de memoria. Su implementación tı́pica es por arreglos
unidimensionales, aunque existen también variantes multidimensionales.

El tiempo de acceso promedio es constante por diseño: hay que computar la función hash
y buscar en la posición indicada por la función. En el caso que la posición indicada ya
está ocupada, se puede por ejemplo asignar el elemento al espacio libre siguiente, en cual
caso el proceso de búsqueda cambia un poco: para ver si estáo no una clave, hay que ir a
la posición dada por la función hash y avancar desde allá hasta la clave o en su ausencia
hasta llegar a un espacio no usado.

Cuando toda la memoria reservada ya está siendo utilizada (o alternativamente cuando el
porcentaje utilizado supera una cota pre-establecida), hay que reservar más. Tı́picamente
se reserva una áreade tamãno doblede lo anterior. Primero se copia todas las claves
existentes con sus valores en la área nueva, después de quese puede empezar a añadir
claves nuevas. Entonces, “casi todas” las operaciones de inserción son fáciles (de tiempo
constante), pero el caso peor esΩ (n) para una inserción yΩ (n2) para un total den
inserciones.

6.7. Colas de prioridad

Unacola de prioridades una estructura para guardar elementos con claves asociadas tal
que el valor de la clave representa la “prioridad” del elemento. El menor valor corresponde
a la prioridad más urgente.

La operaciones decolas de prioridad de adjuntoestán enfocadas a lograr fácilmente
averiguar el elemento mı́nimo guardado (en el sentido de losvalores de las claves), o
sea, el elemento más importante. Este implica que es necesario que tengan un orden los
elementos procesados por la cola de prioridad. Las operaciones son

1. insertar un elemento,

2. consultar el elemento mı́nimo,

3. retirar el elemento mı́nimo,

4. reducir el valor de un elemento,

5. juntar dos colas.

También es posible utilizar el mismo dato como la clave en las aplicaciones donde so-
lamente es de interés tener acceso al elemento mı́nimo peroel concepto de prioridad no
aplica. Las colas de prioridad se puede implementar con montı́culos.
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Cuadro 6.2: Un algoritmo basado en DFS para determinar los componentes fuertemente
conexos de un grafo dirigido. Se asume acceso global al grafoy las estructuras auxiliares.

procedure fuerteconexo(v);
a := a + 1;
I(v) := a;
A(v) := I(v);
empujav enP;
guardado[v] := true ;
for all {v, u} ∈ E do
if I(u) = 0

fuerteconexo(u);
A(v) := mı́n{A(v),A(u)};

else
if (I(u) < I(v)∧ guardado(u) = true )
A(v) := mı́n{A(v), I(u)};

if A(v) = I(v)
quita deP los elementos hasta e inclusov,

guardado(w) := false ;
imprimew como parte del componente dev;

procedure main(V, E)
a := 0;
I(v) := 0;
P := ∅;
for all v ∈ V do

I(v) := 0;
guardado(v) := false

for all v ∈ V
if I(v) = 0

fuerteconexo(v)
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6.8. Conjuntos

6.8.1. Estructuras unir-encontrar

Una estructuraunir-encontrar(inglés: union-find) sirve para manejar un grupoC de con-
juntos distintos de elementos tales que cada elemento tieneun nombre único. Sus opera-
ciones básicas son

form(i, S) que forma un conjuntoS = {ı} y lo añade enC: C := C ∪ {S}; no
está permitido que el elementoi pertenezca a ningún otro conjunto de la estructura,

find(i) que devuelva el conjuntoS ∈ C de la estructura dondei ∈ S y reporta un
error sii no está incluido en ningún conjunto guardado,

union(S, T , U) que junta los dos conjuntosS ∈ C y T ∈ C en un sólo conjunto
U = S ∪ T y actualizaC := (C \ {S, T}) ∪ {U}; recuerda que por definición
S ∩ T = ∅.

No es realmente necesario asignar nombres a los conjuntos, porque cada elemento perte-
nece a un sólo conjunto enC. Entonces, se puede definir las operaciones también en la
manera siguiente:

form(i): C := C ∪ {ı},

find(i): devuelva la lista de elementos que estén en el mismo conjunto coni,

union(i, j): une el conjunto en el cual pertenecei con el conjunto en el cual
pertenecej.

6.8.2. Implementacíon de un conjunto en forma de unárbol

Otra opción de manejar conjuntos es a través de árboles: cada elemento está representada
por un vértice hoja del árbol. El vértice padre de unas hojas representa el conjunto de los
elementos representadas por sus vértices hijos. Un subconjunto es un vértice intermedio,
el padre de cual es su superconjunto. El conjunto de todos loselementos es su propio
padre. La estructura de los punteros padre está mostrada enel ejemplo de la figura 6.17

La operación de crear un árbol nuevo es fácil: crear el primer vérticev. Marcamos su
clave (única) conc. Hay que asignar que sea su propio padre:P(c) := c. Esto toma
tiempo constanteO (1).

La operación de búsqueda del conjunto a cual pertenece unaclavec, habrá que recorrir el
árbol (o sea, el arreglo) desde le vértice con la clave deseada:
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Figura 6.17: Un ejemplo de los punteros padre de una árbol con n claves posibles para
poder guardar su estructura en un arreglo de tamañon.

p := c;
while P(p) 6= p

p := P(p);
return p;

En el peor caso, el arrego se ha degenerado a una lista, por lo cual tenemos complejidad
asintóticaO (n).

Para juntar dos conjuntos, basta con hacer que la raı́z de una(con clavec1) sea un hijo de
la raı́z de la otra (con clavec2): P(c1) := c2. Esta operación necesita tiempoO (1).

Podemos considerar la complejidad de unasucesíon de operaciones. Por ejemplo, si crea-
mosn conjuntos, entre cuales ejecutamos por máximon − 1 operaciones de unir dos
conjuntos y no más de dos búsquedas de conjuntos por cada unión, el tiempo total es
Θ(n+ n− 1 + 2(n− 1)n) = Θ(n2).

Si aseguramos que el juntar dos árboles, el árbol de menor tamaño será hecho hijo del otro,
se puede demostrar que la altura del árbol que resulta esO (logn), por lo cual podemos
asegurar que la operación de búsqueda del conjunto toma tiempoO (logn) y la secuencia
analizada serı́a de complejidad asintóticaO (n logn), que ya es mejor. Lo único que hay
que hacer es guardar en un arreglo auxiliar el tamaño de cadaconjunto y actualizarlo al
unir conjuntos y al generar un nuevo conjunto.

Aún mejor serı́a guardar información sobre la altura de cada árbol, la altura siendo un
número menor o igual al tamaño. La ventaja de la complejidad asintótica queda igual,
pero solamente necesitamosO (log log n) bits para guardar la altura.

Hay diferentes opciones para modificar los caminos cuando uno realiza una búsqueda de
conjunto en la estructura.

Condensación del camino: traer los vértices intermediosa la raı́z
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p := c;
while P(p) 6= p

p := P(p);
q := i;
while P(q) 6= q

r := P(q); P(q) := p;
q := r

return p;

División del camino: mover vértices intermediados a otraparte

p := c;
while P(P(p)) 6= P(p)

q := P(p);
P(p) := P(P(p));
p := q

return y;

Cortar el camino a su mitad: saltando a abuelos

p := c;
while P(P(p)) 6= P(p)
P(p) := P(P(p));
y := P(p)

return P(p);



Caṕıtulo 7

Análisis de algoritmos

7.1. Algoritmos simples

Para analizar desde un pseudocódigo la complejidad, tı́picamente se aplica las reglas si-
guientes:

Asignación de variables simples toman tiempoO (1).

Escribir una salida simple toma tiempoO (1).

Leer una entrada simple toma tiempoO (1).

Si las complejidades de una sucesión de instruccionesI1, I2, . . . , Ik dondek no de-
pendedel tamaño de la instancia, son respectivamentef1, f2, . . . , fk, la complejidad
total de la sucesión es

O (f1 + f2 + . . .+ fk) = O (máx{f1, . . . , fk}) . (7.1)

La complejidad de una cláusula de condición (if ) es la suma del tiempo de evaluar
la condición y la complejidad de la alternativa ejecutada.

La complejidad de una repetición (while , for , . . .) esO (k(ft + fo)), dondek es
el número de veces que se repite,ft es la complejidad de evaluar la condición de
terminar yfo la complejidad de la sucesión de operaciones de las cuales consiste
una repetición.

La complejidad de tiempo de unallamada de subrutinaes la suma del tiempo de
calcular sus parámetros, el tiempo de asignación de los parámetros y el tiempo de
ejecución de las instrucciónes.

Operaciones aritméticas y asignaciones que procesan arreglos o conjuntos tienen
complejidad lineal en el tamaño del arreglo o conjunto.

119



120 CAPÍTULO 7. ANÁLISIS DE ALGORITMOS

7.2. Complejidad de algoritmos recursivos

La complejidad de programas recursivos tı́picamente involucra la solución de una ecua-
ción diferencial. El método más simple es adivinar una solución y verificar si está bien la
adivinanza. Como un ejemplo, tomamos la ecuación siguiente

T (n) ≤
{
c, si n = 1

g
(

T (n/2), n
)

, si n > 1
(7.2)

y adivinamos que la solución sea, en forma general,T (n) ≤ f(a1, . . . , aj, n), donde
a1, . . . , aj son parámetros de la funciónf . Para mostrar que para algunos valores de los
parámetrosa1, . . . , aj aplica para todon que la solución sea la adivinada, tenemos que
demostrar que

c ≤ f(a1, . . . , aj, 1) (7.3)

y también que

g
(

f
(

a1, . . . , aj ,
n

2

)

, n
)

≤ f(a1, . . . , aj, n), si n > 1. (7.4)

Esto se logra por inducción. Hay que mostrar queT (k) ≤ f(a1, . . . , aj , k) para1 ≤ k <
n. Cuando está establecido, resulta que

T (n) ≤ g
(
T
(

n
2

)
, n
)

≤ g
(
f
(
a1, . . . , aj,

n
2

)
, n
)

≤ f(a1, . . . , aj, n), si n > 1.
(7.5)

Otra opcion es aplicar la ecuación recursiva de una manera iterativa. Por ejemplo, con la
ecuación diferencial {

T (1) = c1,
T (n) ≤ 2T

(
n
2

)
+ c2n.

(7.6)

obtenemos por aplicación repetida

T (n) ≤ 2T
(

n
2

)
+ c2n ≤ 2

(
2T (n/4) + c2n

2

)
+ c2n

= 4T (n/4) + 2c2n ≤ 4 (2T (n/8) + c2n/4) + 2c2n
= 8T (n/8) + 3c2n.

(7.7)

Observando la forma en que abre la ecuación, podemos adivinar que por lo general aplica

T (n) ≤ 2iT
( n

2i

)

+ ic2n para todoi. (7.8)

Si asumimos quen = 2k, la recursión acaba cuandoi = k. En ese momento tenemos
T
(

n
2k

)
= T (1), o sea

T (n) ≤ 2kT (1) + kc2n. (7.9)

De la condición2k = n sabemos quek = log n. Entonces, conT (1) ≤ c1 obtenemos

T (n) ≤ c1n+ c2n logn (7.10)

o seaT (n) ∈ O (n logn).
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7.2.1. Solucíon general de una clase coḿun

En forma más general, tomamos la ecuación siguiente
{
T (1) = 1
T (n) = a(n/b) + d(n),

(7.11)

dondea y b son constantes yd : Z+ → R+. Para simplificar la situación, se supone
quen = bk por algúnk ≥ 0 (o seak = log b). La solución necesariamente tiene la
representación siguiente:

T (n) = ak

︸︷︷︸

parte homogénica

+
k−1∑

j=0

ajd(bk−j)

︸ ︷︷ ︸

parte heterogénica

. (7.12)

En el caso qued(n) ≡ 0, no habrá parte heterogénica. La demostración es por descom-
posición:

T (n) = aT
(n

b

)

+ d(n)

= a
(

aT
( n

b2

)

+ d
(

n
b

))

+ d(n)

= a2T
( n

b2

)

+ ad
(

n
b

)
+ d(n)

...

= akT
( n

bk

)

+ ak−1d
( n

bk−1

)

+ . . .+ d(n)

= akT (1) +
k−1∑

j=0

ajd(bk−j)

= ak +
k−1∑

j=0

ajd(bk−j).

(7.13)

Para la parte homogénicaak aplica queak = alogb n = nlogb a. En el análisis de ordenación
por fusión tenemosa = b = 2, en cual casoak = n (dejamos el análisis mismo de
ordenación por fusión como ejercicio).

En algunos casos la solución es más simple: sid es multiplicativa, o sead(xy) =
d(x)d(y), aplica qued(bk−j) = (d(b))k−j que nos permite reformular la parte heterogéni-
ca:

k−1∑

j=0

ajd(b)k−j = d(b)k

k−1∑

j=0

(
a

d(b)

)j

= d(b)k

(
a

d(b)

)k

− 1

a
d(b)
− 1

=
ak − d(b)k

a
d(b)
− 1

. (7.14)

Entonces, cuandod es multiplicativo, tenemos

T (n) =







O
(
nlogb a

)
, si a > d(b)

O
(
nlogb d(b)

)
, si a < d(b)

O
(
nlogb d(b) logb n

)
, si a = d(b).

(7.15)
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En especial, sia < d(b) y d(n) = nα, tenemosT (n) ∈ O (nα). Si en veza = d(b) y
d(n) = nα, tenemosT (n) ∈ O (nα logb n). Esto se demuestra por el siguiente análisis.

Seaa > d(b). La parte heterogénica es entonces

ak − d(b)k

a
d(b)
− 1

∈ O
(
ak
)
, (7.16)

por lo cualT (n) ∈ O
(
ak
)

= O
(
nlogb a

)
, porqueak = alogb n = nlogb a. En este caso la

parte homogénica y la parte heterogénica son practicamente iguales.

En el caso quea < d(b), la parte heterogénica esO
(
d(b)k

)
y T (n) ∈ O

(
d(b)k

)
=

O
(
nlogb d(b)

)
, porqued(b)k = d(b)logb n = nlogb d(b).

Si a = d(b), tenemos para la parte heterogénica que

k−1∑

j=0

ajd(b)k−j = d(b)k

k−1∑

j=0

(
a

d(b)

)j

= d(b)k

k−1∑

j=0

1j = d(b)kk, (7.17)

por lo cualT (n) ∈ O
(
d(b)k k

)
= O

(
nlogb d(b) logb n

)
.

Por ejemplo, siT (1) = 1 y T (n) = 4T
(

n
2

)
+ n, tenemosT (n) ∈ O (n2). Si tenemos

T (1) = 1 con T (n) = 4T
(

n
2

)
+ n2, llegamos aT (n) ∈ O (n2 log n). Mientras con

T (1) = 1 y T (n) = 4T
(

n
2

)
+ n3, resulta queT (n) ∈ O (n3).

En todos estos ejemplosa = 4 y b = 2, por lo cual la parte homogénica es para todos
alogb n = nlogb a = n2.

Incluso se puede estimar la parte heterogénica en algunos casos donded no es multipli-
cativa. Por ejemplo, en

{
T (1) = 1
T (n) = 3T

(
n
2

)
+ 2n1,5 (7.18)

d(n) = 2n1,5 no es multiplicativa, mientrasn1,5 sóla lo es. Usamos la notaciónU(n) =
T (n)

2
para todon. Entonces

U(1) = 1
2

U(n) = T (n)
2

=
3T
(

n
2

)

2
+ n1,5 = 3U

(n

2

)

+ n1,5.
(7.19)

Si tuvieramos queU(1) = 1, tendrı́amos una parte homogénica3log n = nlog 3. En el caso
U(1) = 1

2
tendrı́amos1

2
nlog 3.

En la parte heterogénica, el valor deU(1) no tiene ningún efecto, por lo cual en el caso
a = 3 y b = 2 cond(b) = b1,5 ≈ 2, 82 aplica qued(b) < a. Entonces la parte heterogénica
esO

(
nlog 3

)
.

En consecuencia, tenemos queU(n) ∈ O
(
nlog 3

)
, y porqueT (n) = 2U(n), también

T (n) ∈ O
(
nlog 3

)
.
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Como otro ejemplo, analizamos la ecuación

T (1) = 1
T (n) = 2T

(
n
2

)
+ n logn

(7.20)

donde la parte homogénica esak = 2log n = nlog 2 = n. d(n) = n log n no es multiplicati-
va, por lo cual habrá que estimar directamente la parte heterogénica:

k−1∑

j=0

ajd(bk−j) =

k−1∑

i=0

2j2k−j log 2k−j = 2k

k−1∑

j=0

k − j

= 2k (k + (k − 1) + (k − 2) + . . .+ 1)

= 2k k(k+1)
2

= 2k−1k(k + 1).

(7.21)

Vamos a asignark = logn:

2k−1k(k + 1) = 2log n−1 logn(log n+ 1)

= 2log(n
2 )(log2 n + logn)

= n
2
(log2 n+ log n),

(7.22)

o sea, la parte heterogénica esO
(
n log2 n

)
.

7.2.2. Método de expansíon

El método de expansión facilita la computación involucrada en abrir una ecuación recur-
siva. Como un ejemplo, veremos la ecuacion siguiente:

{
R(1) = 1
R(n) = 2R(n− 1) + n, donden ≥ 2.

(7.23)

Por descomponer la ecuación obtenemos

R(n) = 2R(n− 1) + n
= 2(2R(n− 2) + n− 1) + n
= 4R(n− 2) + 3n− 2
= 4(2R(n− 3) + n− 2) + 3n− 2
= 8R(n− 3) + 7n− 10
= . . .

(7.24)

La expansión se realiza de la manera siguiente:

R(n) = 2R(n− 1) + n | × 1
R(n− 1) = 2R(n− 2) + (n− 1) | × 2
R(n− 2) = 2R(n− 3) + (n− 2) | × 4

...
R(n− i) = 2R(n− i− 1) + (n− i) | × 2i

...
R(n− (n− 2)) = 2R(1) + 2 | × 2n−2

(7.25)
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Ahora multiplicamos por los coeficientes del lado izquiera ysumamos para obtener el
resultado:

R(n) = 2n−1R(1) + n + 2(n− 1) + 4(n− 2) + . . .+ 2n−22
= n + 2(n− 1) + 4(n− 2) + . . .+ 2n−22 + 2n−1

=
n−1∑

i=0

2i(n− i)

= 20 + . . .+ 20

︸ ︷︷ ︸

n veces

+ 21 + . . .+ 21

︸ ︷︷ ︸

n−1 veces

+ 22 + . . .+ 22

︸ ︷︷ ︸

n−2 veces

+ . . .+ 2n−1
︸︷︷︸

1 vez

=
n−1∑

i=0

i∑

j=0

2j =
n−1∑

i=0

(2i+1 − 1) =
n−1∑

i=0

2i+1 −
n−1∑

i=0

1

= 2n+1 − 2− n.

(7.26)

7.2.3. Transformaciones

Para simplificar la solución, podemos hacer una asignación cambiando el dominio o el
rango del mapeoT . Por ejemplo, con

T (0) = 1
T (1) = 2

. . .
T (n) = T (n− 1)T (n− 2), si n ≥ 2

(7.27)

podemos asignarU(n) = logT (n). Esto nos deja con

U(0) = 0
U(1) = 1

. . .
U(n) = U(n− 1) + U(n− 2), si n ≥ 2.

(7.28)

Hemos llegado a tenerU(n) = Fn, o sea, elnésimo número de Fibonacci . Entonces
T (n) = 2Fn.

Otro ejemplo es
{
T (1) = 1
T (n) = 3T (n/2) + n, si n = 2k > 1.

(7.29)

donde con la asignaciónU(n) = T (2n) llegamos a






U(0) = 1
U(n) = T (2n) = 3T (2n−1) + 2n

= 3U(n− 1) + 2n, si n ≥ 1.
(7.30)
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Abriendo esta definición, obtenemos

U(n) = 3U(n− 1) + 2n | × 1
U(n− 1) = 3U(n− 2) + 2n−1 | × 3
U(n− 2) = 3U(n− 3) + 2n−2 | × 9

...
U(1) = 3U(0) + 2 | × 3n−1

(7.31)

y entonces

U(n) = 3n +
n−1∑

i=0

3i 2n−i = 3n + 2n

n−1∑

i=0

(
3

2

)i

= 3n + 2n

(
3
2

)n − 1
1
2

= 3n + 2n+1 ·
(

3

2

)n

− 2n+1

= 3n + 2 · 3n − 2n+1 = 3n+1 − 2n+1 = 3 · 2n log 3 − 2n · 2.

(7.32)

De la condiciónU(n) = T (2n) derivamos queT (n) ∈ U(log n), o sea,

T (n) = U(log n) = 3 · 2log n log 3 − 2log n2 = 3nlog 3 − 2. (7.33)

7.3. Análisis de complejidad promedio

En muchos casos, la cota superior de la análisis asintótica del caso peor da una idea bas-
tante pesimista de la situación — puede ser que son muy escasas las instancias de peor
caso, mientras una gran mayorı́a de las instancias tiene tiempo de ejecución mucho me-
jor. Si uno conoce ladistribución de probabilidadde las instancias (de un caso práctico),
se puede analizar la complejidadpromediode un algoritmo. En los casos donde no hay
informacióna priori de las probabilidades, se asume que cada instancia es equiproba-
ble (es decir, la instancia está seleccionada del espacio de todas las instancias posibles
uniformemente al azar).

Tı́picamente el análisis de complejidad promedio es más desafiante que el análisis
asintótica del por caso. En la sección siguiente verémosel análisisamortizadaque re-
sulta más fácil para muchos casos de procesamiento de estructuras de datos.

7.3.1. Ordenacíon rápida

En esta sección, como un ejemplo de análisis de complejidad promedio, analizamos el
algoritmo de ordenación rápida (inglés: quicksort; presentado en la sección 6.1.2). Su
peor caso esO (n2) paran elementos, pero resulta que en la práctica suele ser el método
más rápido. El análisis de complejidad promedia da a ordenación rápida la complejidad
O (n log n), que implica que el caso peor no es muy común.

Cada vez que dividimos una cola o un arreglo, usamos tiempoΘ (()n) y un espacio
auxiliar de tamañoO (1). Para unir dos colas (de tamañosn1 y n2) en uno, se necesita por
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máximo el tiempoO (n1 + n2); en la implementación que usa un arreglo, unir las partes
explicitamente no será necesario.

Suponemos que la subrutina de elección del pivote tomaO (n) tiempo paran elemen-
tos, el tiempo total de ejecución del algoritmo de ordenación rápida está capturado en la
ecuación recursiva siguiente:

T (n) =

{
O (1) , si n ≤ 1,
T (p) + T (n− p) + Θ (n) , si n > 1,

(7.34)

dondep es el tamaño de la una de las dos partes de la división (yn − p el tamaño de
la otra parte). El peor caso corresponde a la situación donde p = 1 en cada división del
algoritmo.

Tpeor(n) =

{
Θ (1) , si n ≤ 1,
Tpeor(n− 1) + Θ (n) , en otro caso,

(7.35)

La solución de la ecuación del peor caso esTpeor(n) = Θ (n2). Para analizar el caso
promedio, hacemos las siguientes suposiciones:

1. Losn elementos son{1, 2, . . . , n} (o en términos más generales, todos los elemen-
tos son distintos).

2. La permutación en la cual aparecen los elementos está elegida entre losn! posibles
permutaciones uniformemente al azar.

3. El último elemento está siempre elegido como el pivote;esto de logra en en tiempo
O (1) ∈ O (n).

4. Las operaciones de dividir y unir las partes usan al máximo tiempocn, dondec es
un constante.

5. La complejidad del caso donden ≤ 1 usad pasos de computación.

La complejidad del algoritmo ahora depende de la elección del pivote, que en turno de-
termina exactamente los tamaños de las dos partes:

T (n) ≤







T (0) + T (n) + cn, si el pivote es1
T (1) + T (n− 1) + cn, si el pivote es2
T (2) + T (n− 2) + cn, si el pivote es3
...

...
T (n− 2) + T (2) + cn, si el pivote esn− 1
T (n− 1) + T (1) + cn, si el pivote esn.

(7.36)

Considerando el conjunto de lasn! permutaciones de los elementos, cada caso ocurre
(n− 1)! veces (se fija el último elemento y considera las permutaciones de los otros ele-
mentos). Entonces, la complejidad del caso promedio se puede caracterizar con la ecua-
ción diferencial:
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T (n) =







d, n = 1,

(n−1)!
n!

(

T (0) + T (n) + cn+
n−1∑

i=1

(T (i) + T (n− i) + cn)

)

, n > 1,

= 1
n

(

T (0 + T (n) + cn+

n−1∑

i=1

(

T (i) + T (n− i) + cn
))

= 1
n

(

T (0 + T (n+ cn+
n−1∑

i=1

(

T (i) + T (n− i) + cn
))

= 1
n

(

T (0 + T (n) + cn+ (n− 1)cn+ 2

n−1∑

i=1

T (i)

)

≤ d
n

+ Cn+ cn + 2
n

n−1∑

i=1

T (i)

≤ (d+ C + c)n+ 2
n

n−1∑

i=1

T (i).

(7.37)

La sumación está simplifacada por la observación que tiene además decn dos ocurrencias
de cadaT (i). El penúltimo paso con≤ viene del hecho que ya sabemos del análisis de
peor caso queT (n) ≤ Cn2 para algún constanteC. Además sabemos queT (1) = d. Para
simplificar, reemplazamos el constanted+ C + c = D para obtener la ecuación

T (n) ≤ Dn+
2

n

n−1∑

i=1

T (i) (7.38)

y intentamos solucionarla con la adivinanzaT (n) ≤ αn logn, dondeα es un constante
suficientemente grande. La demostracı́ón es por inducción: paran = 2, aplica la ecuación
siempre y cuandoα ≥ D + d

2
. Para el cason > 2, asumimos que para todoi < n aplica
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queT (i) ≤ αi log i. Para el caso de valores pares den, tenemos

T (n) ≤ Dn+ 2
n

n−1∑

i=1

αi log i = Dn+ 2α
n





n
2∑

i=1

(i log i) +
n−1∑

i= n
2
+1

(i log i)





= Dn+ 2α
n





n
2∑

i=1

(i log i) +

n
2
−1
∑

i=1

(n
2

+ i) log
(

n
2

+ i
)





= Dn+ 2α
n

+





n
2∑

i=1

i(log n− 1) +

n
2
−1
∑

i=1

(n
2

+ i) logn





= Dn+ 2α
n



(logn− 1)

n
2∑

i=1

i+ logn



n
2

(
n
2
− 1
)

+

n
2
−1
∑

i=1

i









≤ Dn+ 2α
n

(

(logn− 1)

(

n
2
· 1 + n

2

2

)

+ log n

(

n2

4
− n

2
+ (n

2
− 1) · 1 + n

2
− 1

2

))

= Dn+ 2α
n

(

log n
(

n2

8
+ n

4

)

− n2

8
− n

4
+ logn

(
n2

4
− n

2
+ n2

8
− n

4

))

= Dn+ α
(
log n(n− 1)− n

4
− 1

2

)

≤ Dn+ αn log n− α · n
4

≤ αn log n, si α ≥ 4D,
(7.39)

porque para todoi aplican

log i ≤ log n
2

= log n− 1
log
(

n
2

+ i
)
≤ log(n− 1) ≤ logn

(7.40)

con logaritmos de base dos y por aplicar la suma de sucesión aritmética. Para valores
impares den, el análisis es muy parecido. Estas calculaciones verifican la adivinanza
T (n) = αn logn.

7.4. Análisis de complejidad amortizada

La idea en el análisis de complejidadamortizadaes definir unasucesíonden operaciones
y estimar una cota superior para su tiempo de ejecución. Esta cota superior está dividido
por el número de operacionesn para obtener la complejidad amortizada (inglés: amortized
complexity) de una operación. No es necesario que las operaciones de la sucesión sean
iguales ni del mismo tipo. La motivación de complejidad amortizada es poder “pronósti-
car” con mayor exactitud el tiempo de ejecución del uso del algoritmo en el “mundo real”:
si uno tı́picamente quiere realizar ciertos tipos de cosas,¿cuánto tiempo toma?

Para formalizar el concepto, seaD0 el estado inicial de una estructura de datos. En cada
momento, se aplica una operaciónO en la estructura. Después dei operaciones, el estado
de la estructura seráDi. Denotamos la sucesión de operaciones comoO1, . . . , On. El
“costo” computacional de operaciónOi puede ser muy distinto del costo de otra operación



7.4. ANÁLISIS DE COMPLEJIDAD AMORTIZADA 129

Oj. La idea es sumar los costos y pensar en términos de “costo promedio”. Para que tenga
sentido ese tipo de análisis, la sucesión de operaciones estudiada tiene que ser lapeor
posible — si no lo es, no hay guarantı́a ninguna que se pueda generalizar el análisis para
sucesiones más largas.

7.4.1. Arreglos dińamicos

Como un ejemplo, evaluamos la complejidad de operar unarreglo dińamico: se duplica el
tamaño siempre cuando hace falta añadir un elemento (y se corta el tamaño a mitad cuan-
do se ha liberado tres cuartas partes del espacio). Evaluamos la sucesión de2k inserciones
en tal arreglo. Al realizar la primera inserción, se crea unarreglo de un elemento. Con la
segunda, se duplica el tamaño para lograr a guardar el segundo elemento. En práctica,
esto significa que se reserva un arreglo nuevo del tamaño doble en otra parte y mueve
cada clave que ya estaba guadrara en el arreglo al espacio nuevo. Con la tercera inserción,
se crea espacio para dos elementos más, etcétera.

Entonces, con la sucesión de operaciones definida, vamos a tener que multiplicar el ta-
maño del arreglok veces y las otras2k − k inserciones van a ser “baratas”. La com-
plejidad de una inserción barata esO (1). Cuando el tamaño del arreglo esn, el costo
de duplicar su tamaño esO (n). Entonces, la complejidad de una inserción “cara” es
O (1) +O (n) ∈ O (n) y para la inserción difı́cil númeroi, el tamaño va a ser2i. Enton-
ces la suma de la complejidad de lask inserciones difı́ciles es

O
(

k∑

i=1

2i

)

= O
(
2k+1

)
. (7.41)

La complejidad total de los2k − k operaciones fáciles esO
(
2k − k

)
∈ O

(
2k
)

porque
cada una es de tiempo constante. Entonces, la complejidad dela sucesión completa de2k

inserciones esO
(
2k+1 + 2k

)
∈ O

(
3 · 2k

)
. Dividimos este por el número de operaciones

2k para obtener la complejidad amortizada por operación:

O
(

3 · 2k

2k

)

= O (3) ∈ O (1) . (7.42)

Entonces, si hacemosn operaciones y cada uno tiene complejidad amortizada constante,
cada sucesión de puras inserciones tiene complejidad amortizada lineal,O (n).

Para poder incluir las eliminaciones en el análisis, hay que cambiar la técnica de análi-
sis. Utilizamos elmétodo de potenciales, también conocido como el método decuentas
bancarias), donde se divide el costo de operaciones caras entre operaciones más baratas.

Supone que al comienzo nos han asignado una cierta cantidadM de pesos. Cada opera-
ción básica de tiempo constanteO (1) cuesta un peso. Vamos a realizarn operaciones. El
costo planeadode una operaciónOi espi = M

n
pesos. Si una operación no necesita todos

susM
n

pesos asignados, losahorramosen una cuenta bancaria común. Si una operación
necesita más queM

n
pesos, la operación puede retirar fondos adicionales de lacuenta



130 CAPÍTULO 7. ANÁLISIS DE ALGORITMOS

bancaria. Si en la cuenta no hay balance, la operación los toma prestados del banco. Todo
el préstamo habrá que pagar con lo que ahorran operacionesque siguen. Denotamos el
balance de la cuenta después de la operación númeroi, o sea, en el estadoDi, conΦi —
este balance también se llama lapotencialde la estructura. La meta es poder mostrar que
la estructura siempre contiene “la potencial suficiente” para poder pagar la operaciones
que vienen.

Seari el costo realde la operaciónOi. El costo amortizadode la operaciónOi es

ai = ti + Φi − Φi−1
︸ ︷︷ ︸

pesos ahorrados

(7.43)

El costo amortizado total de lasn operaciones es

A =
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(ri + Φi − Φi−1)

=

n∑

i=1

ri +

n∑

i=1

(Φi − Φi−1)

=

n∑

i=1

ri + Φn − Φ0,

(7.44)

por lo cual el costo real total es

R =

n∑

i=1

r1 = Φ0 − Φn +

n∑

i=1

ai. (7.45)

Para poder realizar el análisis, hay que asignar los costosplaneadospi, después de que se
intenta definir unafunción de balanceΦi : N → R tal que el costo amortizado de cada
operación es menor o igual al costo planeado:

ai = ri + Φi − Φi−1 ≤ pi. (7.46)

Ası́ también aplicarı́a
n∑

i=1

ri ≤ Φ0 − Φn +

n∑

i=1

pi. (7.47)

La transacción con el banco (ahorro o préstamo) de la operaciónOi es depi − ri pesos.
Tı́picamente queremos queΦi ≥ 0 para cada estadoDi. Si esto aplica, tenemos que

n∑

i=1

ri ≤ Φ0 +

n∑

i=1

pi. (7.48)

Comúnmente además tenemos queΦ0 = 0, en cual caso la suma de los costos planeados
es una cota superior a la suma de los costos reales. Entonces,si uno elige costos planea-
dos demasiado grandes, la cota será cruda y floja y la estimación de la complejidad no
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es exacta, mientras haber elegido un valor demasiado peque˜no de los costos planeados,
resulta imposible encontrar una función de balance apropiada.

Regresamos por ahora al caso de puras inserciones a un arreglo dinámico. Hay que ase-
gurar que el precio de una inserción cara se pueda pagar con lo que han ahorrado las
inserciones baratas anteriores. Suponemos que el tiempo deuna inserción fácil seat1 y el
tiempo de mover una clave al espacio nuevo (de tamaño doble)seat2. Entonces, si antes
de la inserción cara, la estructura contienen claves, el precio real total de la inserción
cara est1 + nt2. Vamos a definir una función de balance tal que su valor inicial es ce-
ro y también su valor después de hacer duplicado el tamañoes cero. En cualquier otro
momento, seráΦi > 0. La meta es llegar al mismo resultado del método anterior, osea
∑n

i=1 ri = O (n) para tener complejidad amortizadaO (1) por operación.

Vamos a intentar el análisis conpi = t1 + 2t2: habrá que poder pagar el costo de añadir la
clave nueva (t1) y preparar para mover la clave misma después a un arreglo nuevo de ta-
maño doble(t2) además de preparar mover todas las claves anteriores (uno por elemento,
el otrot2). Queremos cumplir con ecuación 7.46: para todoi, necesitamos que

ai = ri + Φi − Φi−1 ≤ pi = t1 + 2t2. (7.49)

Denotamos porci el número de claves guardados en el arreglo en el estadoDi. Claramente
ci = ci−1 + 1. Intentamos con la función

Φi = 2t2ci − t2ei, (7.50)

dondeei es el espacio total del arreglo después de la operaciónOi. Para inserciones fáci-
les, aplicaei = ei−1, mientras con las difı́ciles aplicaei = 2ei−1 = 2ci−1.

El caso de una inserción fácil será entonces

ai = t1 + (2t2(ci−1 + 1)− t2ei−1)− (2t2ci−1 − t2ei−1)
= t1 + 2t2 = pi.

(7.51)

Entonces el costo amortizado es igual al costo planeado. Para las inserciones difı́ciles,
tenemos

ai = (t1 + t2ci−1) + (2t2(ci−1 + 1)− t22ci−1)
− (2t2ci−1 − t2ci−1)
= t1 + 2t2 = pi,

(7.52)

que también cumple con lo que querı́amos: tenemos queai = t1 + 2t2 para todoi. En-
tonces cada operación tiene costo amortizadoO (1) y el costo real de una serie den
operaciones esO (n).

Ahora podemos considerar eliminaciones: si un arreglo de tamañoei contiene solamente
ci ≤ 1

4
ei claves, su tamaño será cortado a la mitad:ei+1 = 1

2
ei. El costo de la reduc-

ción del tamaño est2ci, porque habrá que mover cada clave. Marcamos el precio de una
eliminación simple (que no causa un ajuste de tamaño) cont3.

Vamos a cubrir el gasto del reducción por cobrar por eliminaciones que ocurren cuando
el arreglo cuenta con menos queei

2
claves guardadas en el estadoDi. Entonces, por cada
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eliminación de ese tipo, ahorramost2 pesos. Al momento de reducir el tamaño, hemos
ahorrado( ei

4
− 1) pesos (nota queei solamente cambia cuando duplicamos o reducimos,

no en operaciones baratas). Cuando guardamos claves a las posiciones de la última cuarta
parte de la estructura, usamos los pesos ahorrados y no ahorramos náda más. Elegimos
ahora una función de balance definido por partes:

Φi =

{
2t2ci − t2ei, si ci ≥ ei

2
,

e1

2
t2 − t2ci, si ci <

ei

2
.

(7.53)

Analizamos primero el caso de inserciones: Para el casoci >
ei

2
, no cambia nada a la

situación anterior:ai = t1 + 2t2. Para el otro casoci <
ei

2
, tenemos

ai = ri + Φi − Φi−1

= t1 +
(

t2ei

2
− t2ci

)
−
(

t2ei−1

2
− t2ci−1

)

= t1 − t2,
(7.54)

porque para estas inserciones, siempre tenemosei = ei−1 (nunca causan que se duplique
el espacio). Para las inserciones “especiales” que ocurrenjusto cuando cambia la defini-
ción de la función de balance (o sea, el caso dondeci = ei

2
), obtenemos

ai = ri + Φi − Φi−1

= t1 + 2t2ci − t2ei − t2ei−1

2
+ t2ci−1

= t1 + 2t2ci − 2t2ci − t2ci + t2(ci − 1)
= t1 − t2.

(7.55)

Para las eliminaciones, empezamos con el caso de eliminaciones fáciles sin ahorro, o sea
ci ≥ ei

2
:

ai = ri + Φi − Φi−1

= t3 + (2t2ci − t2ei)− (2t2ci−1 − t2ei−1)
= t3 + 2t2(ci−1 − 1)− 2t2ci−1

= t3 − 2t2.

(7.56)

Para el caso deci = ei

2
− 1 al cambio de definición deΦ obtenemos

ai = ri + Φi − Φi−1

= t3 +
(

t2ei

2
− t2ei

)
− (2t2ei−1 − t2ei)

= t3 + 3t2ei

2
− t2(ei−1 − 1)− 2t2ci−1

= t3 + 3t2ci−1 − t2ei−1 + t2 − 2t2ci−1

= t3 + t2.

(7.57)

Para las eliminaciones con ahorro, o sea cuandoci <
e1

2
−1 cuandoci−1 ≥ ei

4
+1, tenemos

ai = ri + Φi − Φi−1

= t3 +
(

t2ei1
2
− t2ci

)
−
(

t2ei−1

2
− t2ci−1

)

= t3 − t2(ci−1 − 1) + t2ci−1

= t3 + t2.

(7.58)
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Para el último caso, el eliminación,ci−1 = ei−1

4
, obtenemos

ai = ri + Φi − Φi−1

= t3 +
(
t2ci − t2ei

2

)
−
(

t2ei−1

2
− t2ci−1

)

= t3 + t2ei−1

4
− t2ei−1

2
+ t2ci−1

= t3 − t2ei−1

4
+ t2ei−1

4

= t3.

(7.59)

Entonces en todos los casos llegamos a tener una complejidadamortizada constanteO (1)
por operación, por lo cual la complejidad de cualquier combinación den inserciones y/o
eliminaciones, la complejidad amortizada total esO (n).

La regla general de poder lograr la meta de “siempre poder pagar las operaciones que
quedan de hacer” es asegurar que se mantenga uninvariante de costo(inglés: credit inva-
riant) durante toda la sucesión. El invariante del ejemplode arreglos dinámicos consiste
de las siguientes reglas:

1. Sici = ei

2
, el balanceΦi es cero.

2. Si ( ei

4
≤ ci <

ei

2
), el balanceΦi es igual a la cantidad de celdas libres en las

posiciones de la segunda cuarta parte del arreglo.

3. Sici >
ei

2
, el balanceΦi es igual a dos veces la cantidad de claves guardados en las

posiciones de la segunda mitad del arreglo.

7.4.2. Árboles biselados

El siguiente ejemplo del análisis amortizado son los árboles biselados. Denotamos la can-
tidad de claves guardadas en el árbol porn y el número de operaciones realizados al árbol
conm. Queremos mostrar que la complejidad amortizada de cualquier sucesión dem
operaciones esO (m logn). Marcamos conR(v) el ramo la raı́z de cual es el vérticev y
con|R(v)| el número de vértices en el ramo (incluyendo av). Definimos

µ(v) = ⌊log |R(v)|⌋. (7.60)

Sear la raı́z del árbol completo. El costo planeado de las operaciones será

pi = O (log n) = O (log |R(r)|) = O (µ(r)) . (7.61)

Cada operación de un árbol adaptivo (ver sección 6.3.5) constituye de un número cons-
tante de operacionessplay y un número constante de operaciones simples, basta con
establecer que la complejidad amortizada de una operaciónsplay esO (µ(r)).

Pensamos en este caso que cada vértice del árbol tiene una cuenta propia, pero el balance
está en uso de todos. Mantenemos el siguiente invariante decosto: cada vérticev siempre
tiene por lo menosµ(v) pesos en su propia cuenta.
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Teorema 7.32.Cada operaciónsplay(v, A) requiere al máximo(3 (µ(A)− µ(v)) + 1)
unidades de costo para su aplicación y la actualización del invariante de costo.

La demostración del teorema es la siguiente: la operaciónsplay consiste de una sucesión
de rotaciones (ver figura 6.8).

En el caso que el vérticeu que contiene la llave de interés tenga un padret, pero no un
abuelo, hace falta una rotación simple derecha. Aplica queµdespués(u) = µantes(t) y que
µdespués(t) ≤ µdespués(u). Para mantener el invariante, necesitamos pesos:

µdespués(u) + µdespués(t)− (µantes(u) + µantest)) = µdespués(t)− µantes(u))
≤ µdespués(u)− µantes(u).

(7.62)

El peso que sobra se gasta en las operaciones de tiempo constante y cantidad constante
por operaciónsplay (comparaciones, actualizaciones de punteros, etcétera).

En el segundo caso,u tiene además del padret un abuelot′. Hay que hacer dos rotaciones
derechas — primero para movert al lugar del abuelo, empujando el abuelo abajo a la de-
recha y después para moveru mismo al lugar nuevo del padre. El costo total de mantener
el invariante es

T = µdespués(u) + µdespués(t) + µdespués(t
′)− µantes(u)− µantes(t)− µantes(t

′). (7.63)

Por la estructura de la rotación aplica que

µdespués(u) = µantes(t
′), (7.64)

por lo cual

T = µdespués(t) + µdespués(t
′)− µantes(u)− µantes(t)

= (µdespués(t)− µantes(u)) + (µdespués(t
′)− µantes(t))

≤ (µdespués(u)− µantes(u)) + (µdespués(u)− µantes(u))
= 2 (µdespués(u)− µantes(u)) .

(7.65)

Si logramos tenerµdespués(u) > µantes(u), nos queda por lo menos un peso para ejecutar la
operación. Hay que analizar el caso queµdespués(x) = µantex(x).

Necesitamos asegurarnos queT ≤ 0, o sea, no nos cuesta nada mantener el invariante
válido. Mostramos que

µdespués(u) = µantes(u) (7.66)

es una suposición que llega a una contradicción con

µdespués(u) + µdespués(t) + µdespués(t
′) ≥ µantes(u) + µantes(t) + µantes(t

′). (7.67)

Las ecuaciones 7.66 y 7.64 dan que

µantes(t
′) = µdespués(u) = µantes(u) (7.68)

lo que implica
µantes(u) = µantes(t) = µantes(t

′) (7.69)
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porquet está en el camino desdeu at′ antes de la operación, por definición deµ. Entonces

µdespués(u) + µdespués(t) + µdespués(t
′) ≥ 3µantes(t

′) = 3µdespués(u) (7.70)

y además
µdespués(t) + µdespués(t

′) ≥ 2µdespués(u). (7.71)

Por la estructura de la rotación, tenemos

µdespués(t) ≤ µdespués(u) y µdespués(t
′) ≤ µdespués(u), (7.72)

que en combinación con ecuación 7.71 da

µdespués(u) = µdespués(t) = µdespués(t
′). (7.73)

Ahora, por ecuación 7.64 llegamos a

µantes(u) = µantes(t) = µantes(t
′) = µdespués(u) = µdespués(t) = µdespués(u). (7.74)

Seaq1 el tamaño deR(u) antes de la operación yq2 el tamaño deR(t′) después de la
operación. Por definición deµ tenemos

µantes(u) = ⌊log q1⌋
µdespués(t

′) = ⌊log q2⌋
µdespués(u) = ⌊log(q1 + q2 + 1)⌋

(7.75)

que juntos con la condición combinada de

µantes(u) = µdespués(u) = µdespués(t
′) (7.76)

llegamos a tener
⌊log q1⌋ = ⌊log(q1 + q2 + 1)⌋ = ⌊log q1⌋. (7.77)

Si q1 ≤ q2, esto significa que

⌊log(q1 + q2 + 1)⌋ ≥ ⌊log 2q1⌋ = ⌊log q1⌋+ 1 > ⌊log q1⌋, (7.78)

que es una contradicción conµantes(u) = µdespués(u).

Habrá que analizar el casoq1 > q2 igualmente — también llega a una contradicción.
Entonces,µdespués(u) = µantes(u), por lo cualT < 0.

El tercer caso desplay es una rotación doble izquierda-derecha y omitimos sus detalles.

En resumen: al insertar un elemento el el árbol, hay que asignarleO (log n) pesos. Al
unir dos árboles, se asigna a la raı́z nuevaO (log n) pesos. Cada operación puede gastar
O (log n) pesos en ejecutar las operacionessplay y el mantenimiento del invariante de
costo y las operaciones adicionales que se logra en tiempoO (1). Entonces, cada opera-
ción tiene costo amortizadoO (log n), por lo cual la complejidad amortizada de cualquier
sucesión dem operaciones en un árbol biselado esO (m log n).
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7.4.3. Mont́ıculos de Fibonacci

Para los montı́culos de Fibonacci (de sección 6.4.2 utilizamos el siguiente invariante de
costo: cada raı́z tiene un peso y cada vértice marcado tienedos pesos. Los costos planea-
dos de inserción, decrementación del valor de clase y unirdos montı́culos son un peso por
operación, mientras la eliminación del mı́nimo tiene costo planeado deO (logn) pesos.
Demostramos que con estos costos uno puede realizar las operaciones mientras mante-
niendo el invariante de costo propuesto.

Al insertar una clave, lo único que se hace es crear una raı́znueva con la clave nueva y un
peso. Esto toma tiempo constanteO (1). Para disminuir el valor de una clave existente,
movemos el vértice con la clave a la lista de raı́ces en tiempo O (1) junto con un peso.
Si el padre está marcado, su movimiento a la lista de raı́zesse paga por el peso extra
que tiene el vértice marcado — también se le quita la marca por la operación, por lo cual
no sufre el invariante. El otro peso el vértice padre lleva consigo. Si hay que marcar el
abuelo, hay que añadirle dos pesos al abuelo. El tiempo total es constante,O (1).

Para unir dos montı́culos, solamente unimos las listas de raı́ces. Por la contracción de
las listas que se realiza al eliminar el mı́nimo, el costo de esta operación esO (1). Esta
operación no causa ningún cambio en el invariante. Hay quetomar en cuenta que estamos
pensando que las listas de raı́ces están implementadas como listas enlazadas, por lo cual
no hay que copiar nada, solamente actualizar unos punteros.

Para eliminar el mı́nimo, la operación en sı́ toma tiempoO (1). Además depositamos
un peso en cada hijo directo del vértice eliminado. Para recorrer y contraer la lista de
raı́ces, gastamos los pesos de las raı́ces mismas. Despuésdepositamos de nuevo un peso
en cada raı́z. SonO (log n) raı́ces, por lo cual la complejidad amortizada de la operación
esO (log n).

Hay que recordar que la manera de eliminar un elemento cualquiera es por primero dismi-
nuir su valor a−∞ y después quitando el mı́nimo. Esto toma tiempoO (1)+O (logn) ∈
O (log n). Con estos valores, completamos en cuadro 7.1 los costos de operaciones en
algunas estructuras de datos.



7.4. ANÁLISIS DE COMPLEJIDAD AMORTIZADA 137

Cuadro 7.1: Complejidad (asintótica o amortizada) de algunas operaciones básicas en
diferentes estructuras de datos: listas (L), árboles balanceados (A), montı́culos (M),
montı́culos binomiales (B) y montı́culos de Fibonacci (F).Las complejidades amortizadas
llevan un asterisco (∗).

Operación L A M B F
Inserción Θ (n) O (log n) O (log n) O (log n) O (1)
Ubicar mı́nimo O (1) O (1) O (1) O (log n) O (1)
Eliminar mı́nimo O (1) O (log n) O (log n) O (log n) O (log n) ∗

Eliminación O (1) O (log n) O (log n) O (log n) O (log n) ∗

Disminuir clave Θ (n) O (log n) O (log n) O (log n) O (1) ∗

Unir dos Θ (n) Θ (n) Ω (n) O (log n) O (1)
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Caṕıtulo 8

Técnicas de disẽno de algoritmos

La meta al diseñar un algoritmo es encontrar una manera eficiente a llegar a la solución
deseada. En este capı́tulo presentamos algunas técnicas comunes del diseño de algoritmos
que aplican a muchos tipos de problemas. El diseño empieza por buscar un punto de vista
adecuado al problema: muchos problemas tienen transformaciones (como las reducciones
del análisis de clases complejidad en la sección 5.2) que permiten pensar en el problema
en términos de otro problema, mientras en optimización, los problemas tienenproblemas
dualesque tienen la misma solución pero pueden resultar más fáciles de resolver.

Muchos problemas se puede dividir en subproblemas tales quela solución del problema
entero estará compuesta por las soluciones de sus partes y las partes pueden ser solu-
cionados (completamente o relativamente) independientemente. La composición de tal
algoritmo puede ser iterativo (por ejemplo los algoritmos de l ı́nea de barrerde la sección
8.1) o recursivo (por ejemplo los algoritmos dedividir y conquistarde la sección 8.2). Hay
casos donde los mismos subproblemas ocurren varias veces y es importante evitar tener
que resolverlos varias veces; los algoritmos que logran esto cuentan conprogramacíon
dinámica(de la sección 8.4).

La idea de losalgoritmos de aumentaciónes la formación de una solución óptima por me-
joramiento de una solución factible. En algunos casos es mejor hacer cualquier aumento,
aunque no sea el mejor ni localmente, en vez de considerar todas las alternativas para po-
der después elegir vorazmente o con otra heurı́stica una deellas. En general, algoritmos
heurı́sticos pueden llegar al óptimo (global) en algunos casos, mientras en otros casos
terminan en una solución factible que no es la óptima, peroninguna de las operaciones de
aumento utilizados logra mejorarla. Este tipo de soluciónse llama uńoptimo local.

8.1. Algoritmos de ĺınea de barrer

Los algoritmos del ı́nea de barrer(inglés: sweep line o scan line) dividen el problema
en partes que se puede procesar en secuencia. Son particularmente comúnes para los pro-
blemas de geometrı́a computacional, donde se procesa objetos geométricos como puntos,

139
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Figura 8.1: Una instancia del problema de intersecciones desegmentos.

lı́neas, polı́gonos, etcétera. La instancia del problemaestá compuesta por la información
de laubicacíonde los objetos en un espacio definido.

Para el caso que es espacio sea un plano, se puede imaginar queuna lı́nea mueva en el
plano, cruzando la parte relevante del espacio donde se ubican los objetos. El movimiento
de la lı́nea sigue uno de los ejes u otra lı́nea fija y la lı́nea se para en puntos relevan-
tes al problema. Los puntos de parada se guarda en un montı́culo. La inicialización del
montı́culo y su actualización son asuntos importantes en el diseño del algoritmo. También
se puede aprovechar de otras estructuras de datos auxiliares, por ejemplo para guardar in-
formación sobre cuáles objetos están actualmente bajo de la lı́nea. Entre dos paradas de la
lı́nea, los papeles relativos de los objetos pueden cambiar, pero los factores esenciales de
la solución del problema no deben cambiar de una parada a otra. Si el espacio tiene una
sola dimensión, en vez de una lı́nea basta con usar un punto.Para dimensiones mayores
n, se “barre” con un hiperplano de dimensiónn− 1.

Problema 8.21: Intersecciones de segmentos

Dado: n segmentos de lı́neas en plano de dos dimensiones
Pregunta: ¿cuáles son los puntos de intersección entre todos los seg-

mentos?

El algoritmo ingenuo procesa cada uno de losn(n − 1) = Θ (n2) pares de segmentos
si ∈ S y sj ∈ S tal quei 6= j y computa su intersección. En el peor caso, esto es el
comportamiento óptimo: si todos los segmentos se intersectan, habrá que calcular todas
las intersecciones en cualquier caso y solamente imprimir la lista de las instrucciones ya
tomaΘ (n2) tiempo. Para un ejemplo, vea la figura 8.1.

Sin embargo, en una instancia promedia o tı́pica, el númerode puntos de intersección
k es mucho menor quen(n − 1). El algoritmo mejor imaginable tuviera complejidad
asintóticaO (n+ k), porque se necesita tiempoO (n) para leer la entrada y tiempoO (k)



8.1. ALGORITMOS DE ĹINEA DE BARRER 141

Figura 8.2: Los puntos de inicio y fin de la instancia de la figura 8.1 y la dirección de
procedimiento del algoritmo de lı́nea de barrer.

para imprimir la salida. Aquı́ presentamos un algoritmo de lı́nea de barrer que corre en
tiempoO ((n+ k) logn).

Los puntos de parada serán todos los puntos donde empieza o termina un segmento y
además los puntos de intersección. Sonn puntos de comienzo,n puntos finales yk inter-
secciones. La lı́nea de barrer moverá en perpendicular al eje x, o sea, en paralelo al eje
y. Se guardará los puntos de parada en un montı́culo. Las actualizaciones necesarias del
montı́culo tomaránO (logn) tiempo cada una.

Entre dos puntos de parada, por definición no hay ninguna intersección, y además, el
subconjunto de segmentos cuales quedan “bajo” de la lı́nea de barrer, o sea, los segmentos
que intersectan con la lı́nea de barrer mientras mueva de un punto de parada al siguiente
no cambia. Además, el orden de los puntos de intersección en comparación a cualquier
de los dos ejes está fijo.

Entonces, guardamos en un árbol binario balanceado los segmentos que quedan actual-
mente bajo de la lı́nea de barrer. El árbol nos da acceso en tiempoO (log n). Se insertarán
según el orden de la coordenaday del punto de intersección del segmento con la lı́nea de
barrer y se actualizará el orden en las siguientes situaciones:

(I) cuando comienza un segmento, se inserta el segmento en el lugar adecuado en el
árbol binario,

(II ) cuando termina un segmento, se saca el segmento del árbol,y

(III ) cuando se intersectan dos segmentos, el segmento que antesestaba arriba se cam-
bia por abajo y viceversa — en este último caso también se imprime el punto de
intersección encontrada a la salida.

Por el hecho que el orden está según la coordenaday, al momento de llegar a la inter-
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sección de dos segmentossi y sj, necesariamente son “vecinos” en el árbol por lo menos
justo antes de llegar al punto de intersección. Ser vecinosquiere decir que son vértices
hoja del árbol que están uno al lado del otro en el nivel bajo. Entonces, al haber actuali-
zado la estructura, lo único que tenemos que hacer es calcular las puntos de intersección
de los vecinos actuales y añadirles en la cola de puntos de parada. El número máximo
de puntos de parada nuevos encontrados al haber hecho una parada es dos. El cuadro 8.1
muestra el agoritmo en pseudocódigo.

La construcción del montı́culo al comienzo tomaO (n) tiempo. En cada punto preproce-
sado se realiza una inserción o un retiro de un elemento de unárbol binario balanceado.
Son en total2n de tales operaciones. Juntas necesitanO (n log n) tiempo. Se añade al
máximo dos elementos al montı́culo por cada inserción y almáximo un elemento por ca-
da retiro hecho. Cada operación necesitaO (logn) tiempo y sonO (n) operaciones. Hasta
ahora todo necesitaO (n log n) tiempo.

En los puntos de intersección se intercambian posiciones dos segmentos. Esto se puede
implementar con dos retiros seguidos por dos inserciones alárbol, de costoO (logn)
cada uno. Además se inserta al máximo dos puntos al montı́culo, de costoO (logn) por
inserción. En total sonk intersecciones, por lo cual se necesitaO (k log n) tiempo. El
tiempo total es entonces

O (n logn) +O (k logn) = O ((n + k) logn) . (8.1)

8.2. Dividir y conquistar

El métododividir y conquistardivide un problema grande en varios subproblemas tal
que cada subproblema tiene la misma pregunta que el problemaoriginal, solamente con
una instancia de entrada más simple. Después se solucionatodos los subproblemas de
una manera recursiva. Las soluciones a los subproblemas están combinadas a formar una
solución del problema entero. Para las instancias del tamaño mı́nimo, es decir, las que ya
no se divide recursivamente, se utiliza algún procedimiento de solución simple. La idea
es que el tamaño mı́nimo sea constante y su solución linealen su tamaño por lo cual la
solución de tal instancia también es posible en tiempo constante desde el punto de vista
del método de solución del problema entero.

Para que sea eficiente el método para el problema entero, además de tener un algoritmo de
tiempo constante para las instancias pequeñas básicas, es importante que el costo compu-
tacional de dividir un problema a subproblemas sea bajo y también que la computación
de juntar las soluciones de los subproblemas sea eficiente. Las divisiones a subproblemas
genera un árbol abstracto, la altura de cual determina el n´umero de niveles de división.
Para lograr un árbol abstracto balanceado, normalmente esdeseable dividir un problema
a subproblemas de más o menos el mismo tamaño en vez de dividir a unos muy grandes
y otros muy pequeños. Un buen ejemplo del método dividir y conquistar es ordenamiento
por fusión que tiene complejidad asintóticaO (n log n).
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Cuadro 8.1: Un algoritmo de lı́nea de barrer para encontrar los puntos de intersección de
un conjuntoS den segmentos enR2.

M := un montı́culo vacı́o
para todosi ∈ S,

si =
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
tal quex1 ≤ x2

insertar enM el dato[(x1, y1), C, i,−]
insertar enM el dato[(x2, y2), F, i,−]

B := un árbol binario balanceado vacı́o
mientrasM no está vacı́o

(x, y) := el elemento mı́nimo deM
remueve(x, y) deM
si (x, y) es de tipoC como “comienzo”

insertarsi aB ordenado según la clavey
si el vecino izquiero desi enB está definido y essℓ

computar la intersección(x′, y′) desi y sℓ

si x′ > x
insertar enM el dato[(x′, y′), I, ℓ, i]

si el vecino derecho desi enB está definido y essr

computar la intersección(x′′, y′′) desi y sr

si x′′ > x
insertar enM el dato[(x′′, y′′), I, i, r]

si (x, y) es de tipoF como “final”
sℓ := el segmento a la izquierda desi enB
sr := el segmento a la derecha desi enB
remuevesi deB
si están definidos ambossℓ y sr,

computar la intersección(x′, y′) desℓ y sr

si x′′ > x
insertar enM el dato[(x′, y′), I, ℓ, r]

si (x, y) es de tipo “intersección”
i := el primer ı́ndice definido en el dato
j := el segundo ı́ndice definido en el dato
intercambia las posiciones desi y sj enB
si el nuevo vecino izquiero desj enB está definido y estásℓ

computar la intersección(x′, y′) desj y sℓ

si x′ > x
insertar enM el dato[(x′, y′), I, j, ℓ]

si el nuevo vecino derecho desi enB está definido y estásr

computar la intersección(x′′, y′′) desi y sr

si x′′ > x
insertar enM el dato[(x′′, y′′), I, i, r]

imprimir (x, y)
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Figura 8.3: Una instancia del problema de cubierta convexa de un conjunto de puntos en
el plano.

8.2.1. Cubierta convexa

Como otro ejemplo del método dividir y conquistar, verémos la computación de lacu-
bierta convexade un conjunto de puntos enR2. La cubierta convexa es laregión convexa
mı́nima que contiene todos los puntos del conjunto. Una región es convexa si todos los
puntos de un segmento de lı́nea que conecta dos puntos incluidos en la región, también
están incluidos en la misma región. Una instancia de ejemplo se muestra en la figura 8.3.

La idea del algoritmo es dividir iterativamente el conjuntode puntos en dos subconjuntos
de aproximadamente el mismo tamaño, calcular la cubierta de cada parte y después jun-
tar las soluciones de los subproblemas iterativamente a unacubierta convexa de todo el
conjunto. Es bastante simple dividir el conjunto en dos partes tales que uno esté completa-
mente a la izquierda del otro por ordenarlos según su coordenadax (en tiempoO (n logn)
paran puntos).

La cubierta de un sólo punto es el punto mismo. Para juntar dos cubiertas, el caso donde
una está completamente a la izquierda de la otra es fácil: basta con buscar dos segmen-
tos de “puente” que tocan en cada cubierta pero no corten ninguna (ver figura 8.4). Tales
puentes se encuentra por examinar en orden los puntos de las dos cubiertas, asegurando
que la lı́nea infinita definida por el segmento entre los dos puntos elegidos no corta nin-
guna de las dos cubiertas. También hay que asegurar que las dos puentes no corten uno al
otro.

Un orden posible para evaluar pares de puntos como candidatos de puentes es empezar
del par donde uno de los puntos maximiza la coordinaday en otro maximiza (o minimiza)
la coordinadax. Hay que diseñar cómo avanzar en elegir nuevos pares utilizando alguna
heurı́stica que observa cuáles de las dos cubiertas estáncortadas por el candidato actual.
Lo importante es que cada punto está visitado por máximo una vez al buscar uno de los
dos puentes.
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Figura 8.4: Dos “puentes” (en rojo) que juntan las soluciones de dos subproblemas de
cubierta convexa a la solución del problema completo.

La complejidad de tal algoritmo se caracteriza por la siguiente ecuación:

S(n) =

{
O (1) , si n = 1,
2S(n

2
) +O (n) , en otro caso

(8.2)

y su solución esO (n logn).

Multiplicaci ón de matrices

Otro ejemplo del método de dividir y conquistar es elalgoritmo de Strassenpara multipli-
car dos matrices. SeanA = (aij) y B = (bij) matrices de dimensiónn× n. El algoritmo
ingenuo para su multiplicación está basada en la formulaAB = C = (cij) donde

cij =
n∑

k=1

aikbkj . (8.3)

La computación de cadacij toma tiempoΘn (n multiplicaciones yn − 1 sumaciones)
y son exactamenten2 elementos, por lo cual la complejidad asintótica del algoritmo in-
genuo esΘ(n3). El otro algoritmo tiene la siguiente idea; sean = k2 para algún entero
positivok. Si k = 1, utilizamos el método ingenuo. En otro caso, divimos las matrices de
entrada en cuatro partes:

(
A11 A12

A21 A22

) (
B11 B12

B21 B22

)

(8.4)

tal que cada parte tiene dimensiónn
2
× n

2
. Para estas partes, calculamos sus multiplicacio-

nes
A11 · B11, A12 · B21, A11 · B12, A12 · B22,
A21 · B11, A22 · B21, A21 · B12, A22 · B22

(8.5)
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y sumamos para obtener partes de la matrizC:

C11 = A11 ·B11 + A12 · B21

C12 = A11 ·B12 + A12 · B22

C21 = A21 ·B11 + A22 · B21

C22 = A21 ·B12 + A22 · B22

(8.6)

tal que

C =

(
C11 C12

C21 C22

)

(8.7)

que es exactamente eñ productoAB.

Para analizar el algoritmo, marcamos cona el número de multiplicaciones hechas y con
b el número de sumaciones. La complejidad de tiempo total es

T (n) ≤
{
a+ b, si k = 1
aT (n

2
) + b (n

2
)2, parak > 1.

(8.8)

La solucionamos por abrirla:

T (2) = a+ b

xT (4) = a2 + ab+ b

(
4

2

)2

T (8) = a3 + a2b+ ab

(
4

2

)2

+ b

(
8

2

)2

...

T (2ℓ) = aℓ + b

ℓ−1∑

i=0

(
2ℓ−i

2

)2

ai

= aℓ + b

ℓ−1∑

i=0

22ℓ−2i

4
· ai

= aℓ + b
22ℓ

4

ℓ−1∑

i=0

(a

4

)i

= aℓ + b
22ℓ

4

(
a
4

)ℓ − 1
a

4
− 1

︸ ︷︷ ︸

>1,si a>4

≤ aℓ + baℓ

= O
(
aℓ
)

= O
(
alog n

)
= O

(
2log a·log n

)
= O

(
nlog a

)
.

En el algoritmo anterior tenemosa = 8, por lo cualT (n) = O (n3) y no hay ahorro ase-
gurado. El truco del algoritmo de Strassen es lograr a tenera = 7 y ası́ lograr complejidad
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asintóticaO
(
nlog 7

)
≈ O (n2,81):

S1 = (A12 − A22) · (B21 +B22)

S2 = (A11 + A22) · (B11 +B22)

S3 = (A11 − A21) · (B11 +B12)

S4 = (A11 + A12) · B22

S5 = A11 · (B12 − B22)

S6 = A22 · (B21 − B11)

S7 = (A21 + A22) · B11

tal que

C11 = S1 + S2 − S4 + S6

C12 = S4 + S5

C21 = S6 + S7

C22 = S2 − S3 + S5 − S7,

8.3. Podar-buscar

El métodopodar-buscar(inglés: prune and search) es parecido a dividir-conquistar, con
la diferencia que después de dividir, el algoritmo ignora la otra mitad por saber que la
solución completa se encuentra por solamente procesar en la otra parte. Una consecuencia
buena es que tampoco hay que unir soluciones de subproblemas.

Como un ejemplo, analizamos la búsqueda entren claves de la clave en posicióni en
orden decreciente de los datos. Parai = n

2
, lo que se busca es elmedianadel conjunto.

Un algoritmo ingenuo cuadrático serı́a buscar el mı́nimo yeliminarloi veces, llegando a
la complejidad asintóticaΘ(i · n). Por aplicar un algoritmo de ordenación de un arreglo,
llegamos a la complejidad ası́ntóticaΘ(n log n).

Un método podar-buscar parecido al ordenación rápida llega a complejidad mejor: elegi-
mos un elemento pivotep y divimos los elementos en dos conjuntos:A donde las claves
son menores ap y B donde son mayores o iguales. Continuamos de una manera recursiva
solamente con uno de los dos conjuntosA y B: lo que contiene al elementoiésimo en
orden decreciente. Para saber dónde continuar, solamentehay que comprari con |A| y
|B|.
El truco en este algoritmo es en la elección del elemento pivote ası́ que la división sea
buena: queremos asegurar que exista un constanteq tal que1

2
≤ q < 1 tal que el conjunto

mayor deA y B contienenq elementos. Ası́ podrı́amos llegar a la complejidad

T (n) = T (qn) + Θ(n)

≤ cn
∞∑

i=0

qi =
cn

1− q
= O (n) .
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El método de elección del pivote puede ser por ejemplo el siguiente:

1. Divide los elementos en grupos de cinco (o menos en el último grupo).

2. Denota el número de grupos pork = ⌈n
5
⌉.

3. Ordena en tiempoO (5) ∈ O (1) cada grupo.

4. Elige la mediana de cada grupo.

5. Entre lask medianas, elige su medianap utilizando este mismo algoritmo recursi-
vamente.

6. El elementop será el pivote.

De esta manera podemos asegurar que por lo menos⌊ n
10
⌋ medianas son mayores ap y

para cada mediana mayor ap hay dos elementos mayores más en su grupo, por lo cual el
número máximo de elementos menores ap son

3⌊ n
10
⌋ < 3

4
n paran ≥ 20. (8.9)

También sabemos que el número de elementos mayores ap es por máximo3
4
n paran ≥

20, por lo cual aplica que
n

4
≤ p ≥ 3n

4
paran ≥ 20. (8.10)

El pseudocódigo del algoritmo está en el cuadro 8.2.

Para analizar la complejidad asintóticaT (n) del algoritmo desarrollado, hacemos las si-
guientes observaciones sobre el cuadro 8.2:

|M | = ⌈n
5
⌉ (8.11)

por lo cual la llamada recursivapivote(⌈ |M |
2
⌉,M) toma tiempoT (⌈n

5
⌉) por máximo.

También sabemos que

máx{|A| , |B|} ≤ 3n

4
, (8.12)

por lo cual la llamada recursiva del último paso toma al máximo tiempoT (3n
4

). Entonces,
para algún constantec tenemos que

T (n) =

{
c, si n < 20
T (n

5
+ T (3n

4
) + cn, si n ≥ 20.

(8.13)

Con inducción llegamos bastante fácilmente aT (n) ≤ 20cn.
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Cuadro 8.2: Un algoritmo para elegir un pivote que divide un conjunto tal que ninguna de
las dos partes es tiene menos que una cuarta parte de los elementos.

procedure pivote(i ∈ Z, D ⊆ R)
if |D| < 20

ordenar(D);
return D[i]

else
Dividir D en⌈|D| /5⌉ grupos de cinco elementos
Ordena cada grupo de cinco elementos;
M := las medianes de los grupos de cinco;
p← pivote(⌈|M | /2⌉,M);
Dividir D aA y B tal que

a ∈ A si a < p;
b ∈ B si b ≥ p;

if |A| ≥ i return pivote(i, A)
else return pivote(i − |A| , |B|)

8.4. Programacíon dinámica

En programacíon dińamica, uno empieza a construir la solución desde las soluciones de
los subproblemas más pequeños, guardando las solucionesen una forma sistemática para
construir soluciones a problemas mayores. Tı́picamente las soluciones parciales están
guardadas en un arreglo para evitar a tener que solucionar unsubprobelma igual más
tarde el la ejecución del algoritmo. Su utilidad está en problemas donde la solución del
problema completo contiene las soluciones de los subproblemas — una situación que
ocurre en algunos problemas deoptimizacíon.

Un ejemplo básico es el cómputo de los coeficientes binómicos con ecuación 1.9 (en
página 2). Si uno lo aplica de la manera dividir y conquistar, es necesario volver a calcular
varias veces algunos coeficientes pequeños, llegando a la complejidad asintótica

Ω

((
n

k

))

= Ω

(
2n

√
n

)

, (8.14)

aunque guardando las soluciones parciales (o sea, cada coeficiente ya calculado), llega-
mos a la complejidadO (nk) (de tiempo — la de espacio crece). El arreglo del algoritmo
de programación dinámica para los coeficientes binómicos resulta ser eltri ángulo de Pas-
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cal:

k
n

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
...

. . .

(8.15)

8.4.1. Triangulacíon óptima de un poĺıgono convexo

Nuestra segundo ejemplo de programación dinámica es el siguiente problema:

Problema 8.22: Poĺıgono convexo

Dado: Un polı́gono convexo den lados en formato de la lista de los
n+ 1 puntos finales de sus lados en la dirección del reloj.

Pregunta: ¿Cuál división del polı́gono a triángulos da la suma mı́nima
de los largos de los lados de los triángulos?

Si el número de los puntos esn+1, cada uno de losn lados del polı́gono tienen opciones
de asignación a triángulos, incluyendo un triángulo degenerado que consiste en el lado
sólo (ver figura 8.6). Alguno de estos triángulos necesariamente pertenece a la triangu-
lación óptima. El resto de la tarea es triangular el área olas áreas que quedan afuera del
triángulo elegida.

Entonces, uno podrı́a resolver el problema por examinar cada triangulación de cada lado,
empezando del lado entre el primero y el segundo punto, y continuando recursivamente
para los otros lados del polı́gono. Definimos como el “precio” de cada triángulo degene-
rado cero y suponemos que estamos triangulizando el polı́gono parcial definido por los
puntosi− 1, i, . . . , j − 1, j. El precio de la triangulación óptima es

T [i, j] =

{

0, si i = j
mı́n

i≤k≤j−1
{T [i, k] + T [k + 1, j] + w(i− 1, k, j)} , i 6= j (8.16)

dondew(i− 1, k, j) es el costo del triángulo definido por los tres puntosi− 1, k y j.
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Figura 8.5: Una instancia de triangulación de un polı́gonoconvexo con una solución fac-
tible (aunque su optimalidad depende de cuál función objetivo está utilizada — la de la
formulación presentada u otra. Los puntos están dibujados como cı́rculos negros, mientras
el polı́gono está dibujado en lı́nea negra y los triángulos en colores variados.

Lo primero del algoritmo es guardar en la tabla de losT [i, j] el valor cero para todoT [i, i],
i = 1, . . . , n. La tabla se completa diagonal por diagonal hasta llegar al elementoT [1, n]
que será el costo de la triangulación óptima de todo el polı́gono. Habrá que recordar cuáles
w(i − 1, k, j) fueron utilizados para saber de cuáles triángulos consiste la triangulación.
El tiempo de cómputo por elemento de la tabla esΘ(n) y sonΘ(n2) elementos en total,
por lo cual el algoritmo corre en tiempoΘ(n3).
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Figura 8.6: Las opciones den triángulos los cuales puede pertenecer un lado del polı́gono
en una triangulación óptima.



Caṕıtulo 9

Optimización combinatoria

En optimizacíon combinatoria, la manera ingenua de solucionar problemas es hacer una
lista completa de todas las soluciones factibles y evaluar la función objetivo para cada
una, eligiendo al final la solución cual dio el mejor valor. La complejidad de ese tipo de
solución es por lo menosΩ (|F |) dondeF es el conjunto de soluciones factibles. Desafor-
tunadamente el número de soluciones factibles suele ser algo comoΩ (2n), por lo cual
el algoritmo ingenuo tiene complejidad asintótica exponencial. Si uno tiene un método
eficiente para generar en una manera ordenada soluciones factibles y rápidamente decidir
sı́ o no procesarlos (en el sentido de podar-buscar), no es imposible utilizar un algoritmo
exponencial.

Otra opción es buscar por solucionesaproximadas, o sea, soluciones cerca de ser ópti-
ma sin necesariamente serlo (ver capı́tulo 10). Una manera de aproximación es utilizar
métodos heuŕısticos, donde uno aplica una regla simple para elegir candidatos. Si uno
siempre elije el candidatos que desde el punto de vista de evaluación local se ve el mejor,
la heurı́stica esvoraz(también se diceglotona).

Muchos problemas de optimización combinatoria consistende una parte de construcción
de cualquier solución factible, que tiene la misma complejidad que el problema de deci-
sión de laexistenciade una solución factible. No es posible que sea más fácil solucionar
el problema de optimización que el problema de decisión a cual está basado.

Formalmente, para mostrar que un problema de optimizaciónes difı́cil, lo transformamos
en un problema de decisión y demostramos que el problema de decisión esNP-completo
(o maás difı́cil). El forma “normal” de la transformaciónes la siguiente (para problemas
de minimización — la extensión a problemas de maximizaci´on es fácil):

Problema 9.23:OPT DEC

Dado: Una instanciax de un problema de optimización y un costo
c.

Pregunta: ¿Existe una solucióni ∈ Sx con costo menor o igual ac?
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En un sentido, si el problema de decisión esNP-completo, el problema de optimización es
NP-duro, porque si tenemos un algoritmo para el problema de optimización, podemos con
uan reducción trivial decidir el problema de decisión, y como problemas de optimización
por definición no pertenecen aNP (NP siendo una clase de problemas de decisión), en
vez de serNP-completos, sonNP-duros.

De los libros de texto sobre optimización combinatoria cabe mencionar el libro de Papa-
dimitriou y Steiglitz [16].

9.1. Árbol cubriente mı́nimo

Estudiamos algunos algoritmos de encontrar un árbol cubriente mı́nimo en grafos pon-
derados no dirigidos. Para construir un árbol cubriente cualquiera – o sea, una solución
factible — podemos empezar de cualquier vértice, elegir una arista, y continuar al vecino
indicado, asegurando al añadir aristas que nunca regresamos a un vértice ya visitado con
anterioridad. En este problema, logramos a encontrar la solución óptima con una heurı́sti-
ca voraz: siempre elige la arista con menor peso para añadiren el árbol que está bajo
construcción.

En el algoritmo de Prim , empezamos por incluir en el árbol la arista de peso mı́nimo
y marcando los puntos finales de esta arista. En cada paso, se elige entre los vecinos de
los vértices marcados el vértice que se puede añadir con el menor peso entre los candi-
datos. En una implementación simple, se guarda el “costo” de añadir un vértice en un
arreglo auxiliarc[v] y asignamosc[v] = ∞ para los que no son vecinos de vértices ya
marcados. Para saber cuales vértices fueron visitados, senecesita una estructura de datos.
Con montı́culos normales se obtiene complejidad deO (m log n) y con montı́culos de
Fibonacci complejidad deO (m+ n logn).

Otra posibilidad es empezar a añadir aristas, de la menos pesada a la más pesada, cuidando
a no formar ciclos por marcar vértices al haberlos tocado con una arista. El algoritmo
termina cuando todos los vértices están en el mismo árbol, por lo cual una estructura tipo
unir-encontrar resulta muy útil. Este método se conoce como elalgoritmo de Kruskaly su
complejidad esO (m logm) +O (m · ( unir-encontrar)) = O (m logm) = O (m logn).

9.2. Ramificar-acotar

En los algoritmos de optimización combinatoria que evaluan propiedades de varios y
posiblemente todos los candidatos de solución, es esencial saber “guiar” la búsqueda de
la solución y evitar evaluar “candidatos malos”. Un ejemplo de ese tipo de técnica es el
métodopodar-buscar(de la sección 8.3). Algoritmos que avancen siempre en el candidato
localmenteóptimose llamanvoraces (por ejemplo los algoritmos de construcción de
árboles cubriente de peso mı́nimo de la sección 9.1).

Un método de este tipo es el algoritmo “vuelta atrás” (inglés: backtracking). Su idea es
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aumentar una solución parcial utilizando candidatos de aumento. En cuanto una solución
está encontrada, el algoritmo vuelve a examinar un ramo de aumento donde no todos los
candidatos han sido examinados todavı́a. Cuando uno utiliza cotaspara decidir cuáles
ramos dejar sin explorar, la técnica se llamaramificar-acotar(inglés: branch and bound).

Es recomendable utilizar métodos tipo ramificar-acotar solamente en casos donde uno no
conoce un algoritmo eficiente y no basta con una solución aproximada. Los ramos de
la computación consisten de soluciones factibles distintas y la subrutina para encontrar
una cota (superior para maximización y inferior para minimización) deberı́a ser rápida.
Normalmente el recorrido del árbol de soluciones factibles se hace en profundidad —
cada hoja del árbol corresponde a una solución factible, mientras los vértices internos son
las operaciones de aumento que construyen las soluciones factibles. El algoritmo tiene
que recordar el mejor resultado visto para poder eliminar ramos que por el valor de su
cota no pueden contener soluciones mejores a la ya conocida.

9.2.1. Problema de viajante

En la versión de optimización del problema de viajante (TSP), uno busca por el ciclo
de menor costo/peso en un grafo ponderado. En el caso general, podemos pensar que el
grafo sea no dirigido y completo. Utilizamos un método tiporamificar-acotar para buscar
la solución óptima. El árbol de soluciones consiste en decicir para cada uno de los

(
n

2

)

aristas del grafo sı́ o no está incluida en el ciclo. Para el largoL(R) de cualquier rutaR
aplica que

L(R) =
1

2

n∑

i=1

(L(vi−1, vi) + L(vi, vi+1)) , (9.1)

donde los vértices de la ruta han sido numerados según su orden de visita en la ruta tal
que el primer vértice tiene dos númerosv1 y vn+1 y el último se conoce comovn y v0 para
dar continuidad a la ecuación. Además sabemos que para cualquier rutaR el costo de la
arista incidente a cada vértice es por lo menos el costo de laarista más barata incidente a
ese vértice, por lo cual para la ruta más cortaRmı́n aplica que

L(Rmı́n ) ≥ 1
2

∑

v∈V

suma de los largos de las dos aristas más baratas incidentesav. (9.2)

Suponemos que el orden de procesamiento de las aristas es fijo. Al procesar la arista
{v, w}, el paso “ramificar” es el siguiente:

1. Si alexcluir {v, w} resultarı́a que uno de los vérticesv o w tenga menos que dos
aristas incidentes para la ruta, ignoramos el ramo de excluirla.

2. Si alincluir {v, w} resultarı́a que uno de los vérticesv ow tenga más que dos aristas
incidentes para la ruta, ignoramos el ramo de inclusión.

3. Si al incluir {v, w} se generarı́a un ciclo en la ruta actua sin haber incluido todos
los vértices todavı́a, ignoramos el ramo de inclusión.
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Después de haber eliminado o incluı́do aristas ası́, computamos un nuevo valor deRmı́n

para las elecciones hechas y lo utilizamos como la cota inferior. Si ya conocemos una
solución mejor a la cota ası́ obtenida para el ramo, ignoramos el ramo.

Al cerrar un ramo, regresamos por el árbol (de la manera DFS) al nivel anterior que todavı́a
tiene ramos sin considerar. Cuando ya no queda ninguno, el algoritmo termina.
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Algoritmos de aproximación

En situaciones donde todos los algoritmos conocidos son lentos, vale la pena considerar
la posilibidad de usar una soluciónaproximada, o sea, una solución que tiene un valor
de la función objetivocercadel valor óptimo, pero no necesariamente el óptimo mismo.
Depende del área de aplicación sı́ o no se puede hacer esto eficientemente. En muchos
casos es posible llegar a una solución aproximada muy rápidamente mientras encontrar
la solución óptima puede ser imposiblemente lento. Un algoritmo de aproximación puede
ser determinista o no determinista — en segundo caso será atentido el el capı́tulo 11. Si
el algoritmo de aproximación no es determinista y ejecuta muy rápidamente, es común
ejecutarlo varias veces y elegir el mejor de las soluciones aproximadas ası́ producidas.

Un algoritmo de aproximación bien diseñado cuenta con un análisis formal que muestra
que la diferencia entre su solución y la solución óptima es de un factor constante. Este
factor constante se llama elfactor de aproximacíon y es menor a uno para problemas de
maximización y mayor a uno para problemas de minimización. Depende de la aplicación
qué tan cerca deberı́a ser la solución aproximada a la solución óptima. El valor extremo
de ese factor sobre el conjunto de todas las instancias del problema (el mı́nimo para pro-
blemas de maximización y el máximo para los de minimizaci´on) se llama latasao ı́ndice
de aproximacíon (inglés: approximation ratio). Un algoritmo de aproximación tienetasa
constantesi el valor de la solución encontrada es por máximo un múltiple constante del
valor óptimo.

También habrá que mostrar formalmente que el algoritmo deaproximación tiene comple-
jidad polinomial (o polinomial con alta probabilidad en el caso no determinista). Si existe
un método sistemático para aproximar la solución a factores arbitrarios, ese método se
llama unaesquema de aproximación (de tiempo polinomial)(inglés: (polynomial-time)
approximation scheme). En el caso de tiempo polinomial se utiliza la abreviación PTAS.
Un libro de texto recomendable sobre algoritmos de aproximación es lo de Vazirani [17].
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10.1. Ejemplos

En problema de la mochila(inglés: knapsack) es un problema clásico de optimizaci´on
combinatoria:

Problema 10.24: Knapsack

Dado: una lista deN diferentesartı́culosϕi ∈ Φ donde cada ob-
jecto tiene unautilidadν(ϕi) y unpesoψ(ϕi) y unamochila
que soporta peso hasta un cierto lı́miteΨ

Pregunta: ¿cómo elegir un conjunto de artı́culosM ⊆ Φ con la res-
tricción

Ψ ≥
∑

ϕ∈M

ψ(ϕ)

tal que

máx
M⊆Φ

{
∑

ϕ∈M

ν(ϕ)

}

,

o sea, lautilidad totales máxima?

Para solucionar este problema através deprogramacíon enteraasignamos para cada
artı́culoϕi una variable binariaxi tal que

xi =

{
1, si ϕ ∈ M,
0, si ϕ /∈ M.

(10.1)

La función objetivo es la suma de utilidades y su coeficienteesν(ϕi):

f(x) = máx
x

{
N∑

i=1

ν(ϕi) · xi

}

. (10.2)

Una restricción limita la suma de pesos tal queb1 = Ψ y aN+1,i = ψ(ϕi)):

N∑

i=1

aN+1,i · xi. (10.3)

En una versión generalizada del problema de la mochila, tenemos una cierta cantidad
ci del artı́culoϕi disponible. Entonces las variables ya no son binaria, sino enteras en
general, y aplican restricciones para cada variablexi que representa la inclusión de un
cierto tipo de artı́culo enM :

(xi ∈ Z) ∧ (0 ≤ xi ≤ ci). (10.4)
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La función objetivo y la restricción de peso total se formula igual como en el caso de 0–1
del problema original. Una versión aun más general no tiene lı́mite superior:

(xi ∈ Z) ∧ (xi ≥ 0). (10.5)

En elproblema de empaquetear a cajas(inglés: bin packing) tenemos un conjunto finito
de objetosΦ = {ϕ1, ϕ2 . . . , ϕN}, cada uno con untamãno definido t(ϕi) ∈ R. Los
objetos habrá que empaquetear en cajas de tamaño fijoT tal que

T ≥ máx{t(ϕi) | ϕi ∈ Φ} (10.6)

y queremos encontrar un orden de empaquetear que minimiza elnúmero de cajas utiliza-
das. Este problema esNP-completo.

Un algoritmo de aproximación simple y rápido empieza por ordenar las cajas en una fila.
Procesamos los objetos en orden. Primero intentamos poner el objecto actualmente pro-
cesado en la primera caja de la fila. Si cabe, lo ponemos allı́,y si no, intentamos en la
siguiente caja. Iterando ası́ obtenemos alguna asignación de objetos a cajas. Denotamos
conOPT(Φ) el número de cajas que contienen por lo menos un objeto en la asignación
óptima. Se puede mostrar que el algoritmo de aproximaciónsimple utiliza al máximo
17
10

OPT(Φ) + 2 cajas. Esto significa que nunca alejamos a más de 70 por ciento de la
solución óptima. Podemos mejorar aún por ordenar los objetos tal que intentamos prime-
ro el más grande y después el segundo más grande, en cual caso se puede mostrar que
llegamos a utilizar al máximo11

9
OPT(Φ) + 4 cajas, que nos da una distancia máxima de

unos 22 por ciento del óptimo.

Si tomamos una versión del problema del viajante donde los pesos un grafo completo
ponderado sondistanciasentre los vérticesd(v, w) que cumplen con ladesigualdad de
tri ángulo

d(v, u) ≤ d(v, w) + d(w, u), (10.7)

que también es un problemaNP-completo. El algoritmo siguiente encuentra en tiempo
polinomial una solución aproximada, o sea, imprime una lista de vértices que define un
orden de visitas que efectivamente fija la rutaR:

1. Construye un árbol cubriente mı́nimo en tiempoO (m logn).

2. Elige un vértice de inicio cualquierav.

3. Recorre el árbol con DFS en tiempoO (m+ n) e imprime cada vértice a la primera
visita (o sea, en preorden).

4. Imprimev en tiempoO (1).

El DFS recorre cada arista del árbol dos veces; podemos pensar en el recorrido como una
ruta largaR′ que visita cada vértice por lo menos una vez, pero varias vértices más de una
vez. Por “cortar” de la ruta largaR′ cualquier visita a un vértice que ya ha sido visitado,
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logramos el efecto de imprimir los vértices en preorder. Por la desigualdad de triángulo,
sabemos que la rutaR no puede ser más cara que la ruta largaR′. El costo total deR′ es
dos veces el costo del árbol cubriente mı́nimo.

Para lograr a comparar el resultado con el óptimo, hay que analizar el óptimo en términos
de árboles cubrientes: si eliminamos cualquier arista de la ruta óptimaROPT , obtenemos
un árbol cubriente. El peso de este árbol es por lo menos el mismo que el peso de un
árbol cubriente mı́nimoC. Entonces, si marcamos el costo de la rutaR conc(R), hemos
mostrado que necesariamente

c(R) ≤ c(R′) = 2C ≤ 2c(ROPT ). (10.8)

10.2. B́usqueda local

Cuando hemos obtenido una solución heurı́stica y aproximada de manera cualquiera a
un problema de optimización, podemos intentar mejorarla por búsqueda localdonde uno
aplica operaciones pequeñas y rápidamente realizadas para causar cambios pequeños en
la solución ası́ que la solución mantiene factible y puedeser que mejora. Libros buenos
de búsqueda local incluyen el libro de de Aarts y Lenstra [1]y el libro de Hoos y Stützle
[9]. Las tres variaciones tı́picas para guiar una búsquedalocal son

1. búsqueda voraz (inglés: greedy local search; hill-climbing),

2. búsqueda tabu (inglés: tabu search), y

3. recocido simulado (inglés: simulated annealing).

10.2.1. Definiciones b́asicas

En esta sección, resumimos las definiciones utilizadas en el libro de texto editado por
Aarts y Lenstra [1]. Unproblemacombinatorial se define por un conjunto especı́fico de
instanciasque son objetos combinatoriales y de la tarea deminimizaro maximizar.

Una instanciadeun problema combinatorial es un par(S, f) dondeS es un conjunto de
solucionesfactiblesy f : S 7→ R es una función objetivo. Sin pérdida de generalidad,
consideramos solamente problemas de minimización, ya queuno puede convertir cual-
quier problema de maximización a una problema de minimización por minimizar−f en
vez de maximizarf .

La tarea relacionada a la instancia del problema es encontrar una soluciónglobalmente
óptimai∗ ∈ S tal quef(i∗ ≤ f(i) para todoi ∈ S. Denotamos porf ∗ = f(i∗) el costo
de la solución óptima y porS∗ el conjunto de soluciones globalmente óptimas.

Tı́picamente, uno cuenta con una representación compactadel conjunto de las soluciones
factibles y un algoritmo polinomial para verificar sii ∈ S y (posiblemente otro algoritmo
polinomial) para calcular el valorf(i) para cualquieri ∈ S.
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Una función devecindarioes un mapeoΓ : S 7→ 2S que define para cadai ∈ S un
conjunto devecinosΓ (i) ⊆ S tal que los vecinos de una solucióni son en algún sentido
“cercanos” ai.

Una búsqueda local voraz empieza con una solución inicialarbitraria y mueve iterativa-
mente siempre al vecino con menor costo hasta que ya no existatal vecino. Cada solución
que no tiene ningún vecino con menor costo es unóptimo local. Se dice que la funciónΓ
esexactapara(S, f) si el conjunto de soluciones localmente óptimas es igual alconjunto
de soluciones globalmente óptimas. Por ejemplo, el vecindario del algoritmo Simplex es
exacto y Simplex es una búsqueda local voraz.

Una opción que evita tener que evaluar el costo de todos los vecinos en cada paso es
agarrar el primer vecino que ofrece una mejora. Igualmente,si no existe tal vecino, la
solución actual es una óptimo local.

Vecindarios tı́picos están construidos por intercambiarelementos de las instancias com-
binatoriales (por ejemplo la presencia y ausencia de un elemento o las posiciones de dos
elementos).

10.2.2. Ejemplo: 2-opt

En esta sección veremos un ejemplo de las operaciones de modificación: la la eleccíon
de pares, abreviada comúnmente como2-opt, aplicada en el problema del viajante en un
grafo ponderado no dirigidoG = (V,E); denotamos el costo de una arista{v, w} por
c(v, w) > 0. Elegimos (al azar) dos aristas de la rutaR, sean{s, t} y {u, v}. Marcamos
el segmento de la ruta entret y u porA y el otro segmento entrev y s porB tal que

A = [tr1r2 . . . rku]
B = [vw1w2 . . . wℓs]
R = [tr1r2 . . . rkuvw1w2 . . . wℓst]

(10.9)

Si el grafoG tambíencontiene las aristas{v, t} y {s, u}, evaluamos si

c(s, t) + c(u, v) > c(s, u) + c(v, t). (10.10)

En el caso que esto es verdad, podemos llegar a un costo total menor por reemplazar las
aristas originales{s, t} y {u, v} en la rutaR por las aristas más baratas{v, t} y {s, u},
creando una ruta nuevaR′ con costo total menor tal que

R′ = [tr1r2 . . . rkuswℓwℓ−1 . . . w2w1vt]. (10.11)

La figura 10.1 ilustra el intercambio realizado.

10.2.3. Complejidad de b́usqueda local

Consideramos ahora el problema siguiente:



162 CAPÍTULO 10. ALGORITMOS DE APROXIMACIÓN

...

...

Figura 10.1: Una modificación 2-opt para el problema del viajante: la ruta originalR
está marcada por las flechas azules y la ruta más económicaR′ por las flechas verdes; las
aristas eliminadas están en gris y las añadidas en lı́nea negro descontı́nua. Los cuatro ver-
tices que son puntos finales de las aristas involucradas est´an dibujados en mayor tamaño
que los otros vértices.

Problema 10.25:LOCAL OPT

Dado: Una instancia(S, f) y una solución factiblei ∈ S.
Pregunta: ¿Esi localmente óptima (por contraejemplo)?

Entonces, sii no es localmente óptima, habrá que presentar un vecino suyo con menor
costo como un contraejemplo. La clasePLS fue diseñado para capturar la complejidad
de búsqueda local. Un problema de búsqueda localL pertenece aPLS si existen tres
algoritmos de tiempo polinomialAL, BL y CL tales que.

(I) Dada una palabrax del lenguaje{0, 1}∗, AL determina six es una representación
binaria de una instancia(Sx, fx) deL, y si lo es, produce alguna solución factible
i0 ∈ Sx.

(II ) Dada una instanciax (en su representación binaria) y uni (en representación bina-
ria), el algoritmoBL determina sii ∈ Sx, y si lo es, calcula el costofx(i).

(III ) Dada una instanciax = (Sx, fx,Γx) y una solucióni, el algoritmoCL determina sii
es un óptimo local, y sino lo es, produce un vecinoi ∈ Γx con costo (estrictamente)
mejor al costo dei.

Podemos definir versiones de búsqueda de las clasesP y NP. La claseNPS consiste de
relacionesR ⊆ {0, 1}∗ × {0, 1}∗ tal que para una relaciónR,

1. si(x, y) ∈ R, |y| = O (() g(|x|) dondeg es un polinomio (polinomialmenteacota-
da), y
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2. existe un algoritmo polinomial que determina si un dado par (x, y) pertenece aR
(polinomialmentereconocida).

Si además existe un algoritmo polinomial quedecidea R (o sea, dadox, produce un
(x, y) ∈ R si tal par existe y reporta “no” en otro caso), la relación pertenece a la clase
PS. Aplica quePS = NPS si y sólo siP= NP. Además, se puede demostrar que

PS ⊆ PLS⊆ NPS, (10.12)

aunque no se sabe si son subconjuntos propios. Parece improbable que sean igualesPS y
PLS y hay fuertes indicaciones (aunque no demostración formal) quePLS no coindica
conNPS.

También han definido reducciones para la clasePLS y encontrado problemas completos,
como por ejemplo TSP y MAX CUT.
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Caṕıtulo 11

Algoritmos aleatorizados

Algoritmos aleatorizadosson algoritmos que incorporan además de instrucciones deter-
ministas algunas elecciones al azar. Además del diseño dealgoritmos aleatorizados, pro-
babilidades también juegan un papel importante en análisis del caso promedio (sección
7.3).

Un ejemplo simple de un algoritmo aleatorio serı́a una versión de la ordenación rápida
donde el elemento pivote está elegido uniformemente al azar entre los elementos para
ordenar.

En esta sección esperamos que el lector tenga conocimientos básicos de probabilidad —
buenos libros de texto sobre probabilidad incluyen el librode Milton y Arnold [12]. Según
nuestra notación,X y Y son variables aleatorias,x y y son algunas valores que pueden
tomar estas variables,Pr [X = x] es la probabilidad queX tenga el valorx, E [X] es la
esperanza(matemática) (tambiÃ c©n: valor esperado)

E [X] =
∑

x

xPr [X = x] , (11.1)

donde la sumación extiende por todox en el rango deX, y Var [X] la varianza

Var [X] = E
[
(X − E [X])2

]
= E

[
X2
]
− (E [X])2. (11.2)

Al diseñar un algoritmo que haga elecciones al azar, el análisis del comportamiento del
algoritmo necesariamente involucra calculaciones de probabilidades para determinar pro-
piedades tales como

¿Con qué probabilidad el algoritmo da el resultado correcto?

¿Qué es la esperanza del número de los pasos de computación necesarios para su
ejecución?

(En el caso de algoritmos de aproximación aleatorizadas:)¿Qué es la deviación
esperada de la solución óptima?

165
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Una observación interesante aquı́ es que estamos utilizando una definición más “flexible”
de algoritmo: un algoritmo aleatorizado tiene “permiso” para dar una salida incorrecta,
mientras al definir algoritmos (deterministas) exigimos que siempre termine su ejecución
y que el resultado sea el deseado. Sin embargo, notodoslos algoritmos aleatorizados dan
resultados incorrectos — el caso ideal serı́a que un resultado incorrecto sea imposible o
que ocurra con probabilidad muy pequeña.

Algoritmos con una probabilidad no cero de fallar (y probabilidad no cero de dar el resul-
tado correcto) se llamanalgoritmos Monte Carlo. Un algoritmo de decisión tipo Monte
Carlo tieneerror bilateral si la probabilidad de error es no cero para los ámbos casos:
con la respuesta “si” y con la respuesta “no”. Tal algoritmo tieneerror unilateralsi siem-
pre contesta correctamente en uno de los dos casos pero tieneprobabilidad no cero de
equivocarse en el otro.

Un algoritmo que siempre da el resultado correcto se dice unalgoritmo Las Vegas. En tal
algoritmo, la parte aleatoria está limitada al tiempo de ejecución del algoritmo, mientras
los algoritmos Monte Carlo tienen hasta sus salidas “aleatorias”.

Si tenemos un algoritmo Monte Carlo con probabilidad de error 0 < p < 1, lo podemos
convertir a un algoritmo Monte Carlo con probabilidad de error arbitrariamente pequeña
0 < q ≤ p simplemente porrepetir ejecuciones independientes del algoritmo originalk
veces tal quepk ≤ q.

Cada algoritmo Monte Carlo que sabe distinguir entre haberse equivocado se puede con-
vertir a un algoritmo Las Vegas por repertilo hasta obtener ´exito — este tiene obviamente
efectos en su tiempo de ejecución. También si tenemos un algoritmo rápido paraverificar
si una dada “solución” es correcta (cf. los certificados concisos de los problemasNP),
podemos convertir un algoritmo Monte Carlo a un algoritmo Las Vegas por repetirlo.

Resumimos ahora algunos resultados de la teorı́a de probabilidad que pueden resultar
útiles al contestar las preguntas mencionadas. El libro detexto de Mitzenmacher y Upfal
[13] contiene varios ejemplos concretos de su uso, igual como el libro de Motwani y
Raghavan [14].

Desigualdad de JensenSi f es una función convexa,E [f(X)] ≥ f(E [X]).

Desigualdad de Markov SeaX una variable aleatoria no negativa. Para todoα > 0,
Pr [X ≥ α] ≤ α−1 E [X].

Desigualdad de ChebyshevPara todoα > 0, Pr [|X − E [X]| ≥ α] ≤ α−2 Var [X].

Cotas de Chernoff Paraα > 0, para todot > 0 aplica quePr [X ≥ α] ≤ e−tα E
[
etX
]

y para todot < 0 aplica quePr [X ≤ α] ≤ e−tα E
[
etX
]
.

El método probabilista SeaX una variable aleatoria definida en el espacio de probabi-
lidadS tal queE [X] = µ. EntoncesPr [X ≥ µ] > 0 y Pr [X ≤ µ] > 0.

El método del momentum segundoSea X una variable aleatoria entera. Entonces
Pr [X = 0] ≤ (E [X])−2 Var [X].
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11.1. Complejidad computacional

La claseRP (tiempo polinomial aleatorizado, inglés: randomized polynomial time) es la
clase de todos los lenguajesL que cuenten con un algoritmo aleatorizadoA con tiempo
de ejecución polinomial del peor caso tal que para cada entradax ∈ Σ∗

x ∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] ≥ p,
x /∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] = 0,

(11.3)

dondep > 0 (comúnmente se definep = 0,5, pero la elección del valor dep es de verdad
arbitraria). El algoritmoA es entonces un algoritmo Monte Carlo con error unilateral.
La clasecoRP es la clase con error unilateral en el casox /∈ L pero sin error con
las entradasx ∈ L. La existencia de un algoritmo Las Vegas polinomial muestraque un
lenguaje pertenece a las clasesRP y coRP las dos. De hecho, esta clase de lenguajes con
algoritmos Las Vegas polinomiales se denota porZPP (tiempo polinomial aleatorizado
cero-error, inglés: zero-error probabilistic polynomial time):

ZPP = RP ∩ coRP. (11.4)

Una clase más débil es laPP (tiempo polinomial aleatorizada, inglés: probabilisticpoly-
nomial time) que consiste de los lenguajesL para las cuales existe un algoritmo aleato-
rizadoA con tiempo de ejecución de peor caso polinomial y para todox ∈ Σ∗ aplica
que

x ∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] > 1
2
,

x /∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] < 1
2
.

(11.5)

Por ejecutarA varias veces, podemos reducir la probabilidad de error, pero no podemos
garantizar que un número pequeño de repeticiones basta para mejorar significativamente
la situación.

Una versión más estricta dePP se llamaBPP (tiempo polinomial aleatorizado, inglés:
bounded-error probabilistic polynomial time) que es la clase de los lenguajesL para las
cuales existe un algoritmo aleatorizadoA con tiempo de ejecución de peor caso polino-
mial y para todox ∈ Σ∗ aplica que

x ∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] ≥ 3
4
,

x /∈ L ⇐= Pr [A(x) = “sı́” ] ≤ 1
4
.

(11.6)

Para esta clase se puede demostrar que la probabilidad de error se puede bajar a2−n con
p(n) iteraciones dondep() es un polinomio.

Problemas abiertos interesantes incluyen por ejemplo siBPP es un subclase deNP. Para
más información sobre las clases de complejidad aleatorizada, recomendamos el libro de
Papadimitriou [15] y el libro de Motwani y Raghavan [14].
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11.2. Problema de corte ḿınimo

Como un ejemplo, veremos un algoritmo aleatorizado para el problema MINCUT. Ahora
vamos a considerarmultigrafos, o sea, permitimos que entre un par de vértices exista
más que una arista en el grafo de entradaG. Considerando que un grafo simple es un
caso especial de un multigrafo, el resultado del algoritmo que presentamos aplica igual a
grafos simples.

Estamos buscando un corte (ver sección 4.5.2)C ⊆ V deG, o sea, una partición(C, V \
C). La capacidad del corte es el número de aristas que lo crucen. Todo lo que mostramos
aplicarı́a también para grafos (simples o multigrafos) ponderados con pesos no negativos.

Para que sea interesante el problema, habrá que suponer quela entradaG sea conexo
(verificado por ejemplo por DFS en tiempo polinomial) — con varios componentes, el
corte mı́nimo con capacidad cero se obtiene por agrupar algunos componentes enC y los
demás enV \ C.

El problema MINCUT se puede resolver por un algoritmo que compute el flujo máximo
del grafo de entrada. Eso, aunque es polinomial, suele ser algo lento en la práctica. El
mejor algoritmo determinista conocido para el flujo máximotiene complejidad asintótica
O (nm log(n2/m)) y habrı́a que repetirlon(n− 1) veces para considerar todos los pares
de fuente-sumidero en la forma más simple.

Sin embargo, se puede demostrar que basta con(n − 1) repeticiones, pero en cualquier
caso, todo esto significa que para resolver el problema de corte mı́nimo, tenemos un algo-
ritmo determinista de tiempoΩ (n2m). Con unos trucos más se puede mejorar la situación
ası́ que la complejidad de MINCUT queda también enO (nm log(n2/m)). Para grafos
densos,m ∈ O (n2), que hace esa complejidad todavı́a bastante lento.

En esta sección desarrollamos un algoritmo aleatorizado que resuelve a MINCUT más
rápidamente, en tiempoO

(
n2(log n)O(1)

)
.

La operación “básica” del algoritmo será lacontraccíonde una arista. Al contraer la arista
{u, v} reemplazamos los dos vérticesu u v por un vértice nuevow. La arista contraı́da
desaparece, y para toda arista{s, u} tal ques /∈ {u, v}, “movemos” la arista a apuntar aw
por reemplazarla por{s, w}. Igualmente reemplazamos aristas{s, u} por aristas{s, w}
para todos /∈ {u, v}. La figura 11.1 muestra un ejemplo.

Si contraemos un conjuntoF ⊆ E, el resultado no depende del orden de contracción.
Después de las contracciones, los vértices que quedan representan subgrafos conexos del
grafo original. Empezando con el grafo de entragaG, si elegimos iterativamente al azar
entre las aristas presentes una para contracción hasta quequedan sólo dos vértices, el
número de aristas en el multigrafo final entre esos dos vértices corresponde a un corte de
G.

Con una estructura unir-encontrar, podemos fácilmente mantener información sobre los
subgrafos representados. Al contraer la arista{u, v}, el nombre del conjunto combinado
en la estructura seráw y sus miembros sonu u w; originalmente cada vértice tiene su
propio conjunto. Entonces, podemos imprimir los conjuntosC y V \C que corresponden
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Figura 11.1: La arista gruesa roja en el grafo original (un fragmento mostrado a la izquier-
da) está contraida ası́ que sus puntos finales (los vértices amarillos) están reemplazados
por un sólo vértice (rojo en el frangmento modificado a la derecha) y las aristas entrantes
de los vértices eliminados están “redirigidas” al vértice de reemplazo.

a los dos vértices que quedan en la última iteración.

La elección uniforme de una arista para contraer se puede lograr en tiempo linealO (n).
En cada iteración eliminamos un vértice, por lo cual el algoritmo de contracción tiene
complejidad cuadrática enn.

Lo que queda mostrar es que el corte ası́ producido sea el mı́nimo con una probabili-
dad no cero. Ası́ por repetir el algoritmo, podrı́amos aumentar la probabilidad de haber
encontrado el corte mı́nimo. Las siguientes observacionesnos ayudan:

Si la capacidad del corte mı́nimo esk, ningún vértice puede tener grado menor ak.

El número de aristas satisfacem ≥ 1
2
nk si la capacidad del corte mı́nimo esk.

La capacidad del corte mı́nimo enG después de la contracción de una arista es
mayor o igual a la capacidad del corte mı́nimo enG.

Fijamos un corte mı́nimo deG = (V,E) con las aristasF ⊆ E siendo las aristas que
cruzan deC aV \ C. Denotamos|F | = k.

Suponemos que estamos en la iteracióni del algoritmo de contracción y que ninguna
arista enF ha sido contraida todavı́a. Quedanni = n − i + 1 aristas en el grafo actual
Gi. Por la tercera observación, el conjunto de aristasF todavı́a define un corte mı́nimo
en el grafo actualGi y los vértices de los dos lados del corte definido por las aristas enF
corresponden a los conjuntosC y V \ C, aunque (posiblemente) en forma contraida.

El grafoGi tiene, por la segunda observación, por lo menos1
2
nik aristas, por lo cual la

probabilidad que la siguiente iteración contraiga una de las aristas deF es menor o igual
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a 2ni
−1. Ası́ podemos acotar la probabilidadp que ninguna arista deF sea contraida

durante la ejecución del algoritmo:

p ≥
n−2∏

i=1

(1− 2(n− i+ 1)−1)

=
(

n

2

)−1
= 2

n(n−1)
.

(11.7)

Hemos establecido que un corte mı́nimo especı́fido deG corresponde al resultado del
algoritmo de contracción con probabilidadp ∈ Ω (n−2). Como cada grafo tiene por lo
menos un corte mı́nimo, la probabilidad de éxito del algoritmo es por lo menosΩ (n−2).
Si repetimos el algoritmo, digamosO (n2 log n) veces ya da razón de esperar que el corte
de capacidad mı́nima encontrado sea el corte mı́nimo del grafo de entreda.

Para hacer que el algoritmo Monte Carlo resultante sea más rápida, hay que aumentar
la probabilidad de que un corte mı́nimo pase por el algoritmosin ser contraido. Una
posibilidad de mejora está basada en la observación que laprobabilidad de contraer una
arista del corte mı́nimo crece hacı́a el final del algoritmo.Si en vez de contraer hasta
que queden dos vértices, contraemos primero hasta aproximadamenten/

√
2 vértices y

después hacemos dos llamadas recursivas independientes del mismo algoritmo con el
grafoGi que nos queda, un análisis detallado muestra que llegamos ala complejidad
O
(
n2(logn)O(1)

)
. La mayorı́a de los detalles de la demostración están explicados en el

libro de Motwani y Raghavan [14].



Caṕıtulo 12

Transiciones de fase

En este capı́tulo, estudiamos un fenómeno interesante de complejidad en algunos proble-
mas. Al generar instancias del problema aleatoriamente según algún conjunto de paráme-
tros, en algunas ocaciones se ha observado que ciertas combinaciones de los parámetros
de generación causan que instancias del mismo tamaño tienen un tiempo de ejecución
promedio mucho más largo de lo que uno obtiene con otras combinaciones. Ese “pico”
en el tiempo de ejecución con una cierta combinación de parámetros se conoce como una
transición de fase. Este capı́tulo está basada en el libro de Hartmann y Weigt [8].

12.1. Modelo de Ising

Un vidrio de esṕın (inglés: spin glass) es un material magnético. Los átomos del material
pueden acoplarse aleatoriamente de la maneraferromagńetica o altenativamente de la
maneraantiferromagńetica.

En ferromagnetismo, todos los momentos magnéticos de los partı́culos de la materia se
alignan en la misma dirección y sentido. En falta de presencia de un campo magnético
intenso, las alineaciones pueden estár aleatorias, pero al someter el material a tal campo
magnético, los átomos gradualmente se alinean. Tal organización permanece vigente por
algo de tiempo aún después de haber eliminado el campo magnético que lo causó.

En antiferromagnetismo, los átomos se alinean en la misma dirección perosentido inverso
ası́ que un átomo tiene el sentido opuesto al sentido de sus vecinos. En la presencia de un
campo magnético muy intenso, se puede causar que se piera algo del antiferromagnetismo
y que los átomos se alinean según el campo. Los dos tipos de magnetismo se pierde en
temperaturas altas.

Dos átomos con interacción ferromagnática llegan a su estado de energı́a mı́nima cuando
tienen el mismo sentido, mientras dos átomos con interacción antiferromagnética llegan
a su estado de energı́a mı́nima al tener sentidos opuestos.

El modelo matemático de Ising representa las interacciones como aristas y los átomos
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como vérticesσi. Cada vértice puede tener uno de dos valores,

σi = {−1, 1} (12.1)

que representan los dos posibles sentidos de alineación. Denotamos el sistema porG =
(V,E).

Una funciónJij da la fuerza de la interacción entre los vérticesi y j (cero si no hay
interacción) y un valor no cero implica la presencia de una arista enE. En una interacción
ferromagnética entrei y j, Jij > 0, mientras interacciones antiferromagnéticas tienen
Jij < 0.

Se usa el términofrustración a referir a situaciones donde las combinaciones de interac-
ciones que no permiten a todo los partúculos llegar a su estado de energı́a mı́nima (ver
figura 12.1 para un ejemplo).

Figura 12.1: Un sistema de tres átomos (representados por los vértices) con dos inter-
acciones ferromagnéticas (aristas azules) y una interacción antiferromagnética (aristas
rojas) que no puede alcanzar estado de energı́a mı́nima. En cada una de las ocho posi-
bles configuraciones de los sentidos (marcados con∧ y ∨), por lo menos una interacción
está en conflicto (marcado con una zeta sobre la arista).

La funciónhamiltonianase define como

H(G) = −
∑

{i,j}∈E

Jijσiσj . (12.2)

Es una medida de energı́a total del sistemaG. Pensamos enJij como algo fijo, mientras
los valores deσi pueden cambiar según la temperatura ambiental. En temperaturaT = 0,
el sistema alcanza su energı́a mı́nima. Las configuracionesque tienen energı́a mı́nima se
llamanestados fundamentales(inglés: ground state).

En temperaturas bajas el sistema queda organizado para minimizar “conflictos” de inter-
acciones. Al subir la temperatura del sistema, en un cierto valor crı́ticoTc de repente se
pierde la organización global.

Cuando ambos tipos de interacciones están presentes, hasta determinar el valor mı́nimo
alcanzable para la función hamiltoniana se complica. Tı́picamente, en los casos estudia-
dos, las aristas forman una reja regular — para dos dimensiones, el problema de encontrar
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un estado fundamental es polinomial, pero en tres dimensiones, es exponencial. También
has estudiado sistemas tipo Ising en grafos aleatorios uniformes.

12.2. Problema del viajante (TSPD)

Generamos instancias para el TSPD, o sea, la variación de decisión del problema de via-
jante, por colocarn vértices (o sea, ciudades) aleatoriamente en un plano cuadrático de
superficieA; denotamos las coordenadas de vérticei porxi y yi. Los costos de las aristas
serán las distancias euclidianas de los puntos de los vértices:

dist (i, j) =
√

(x1 − xj)2“(yi − yj)2. (12.3)

La pregunta es si la instancia contiene un ciclo hamiltoniano de costo total menor o igual
a un presupuestoD. Entonces, para crear una instancia del problema, hay que elegir los
valoresn,A yD. La probabilidad de encontrar un ciclo hamiltoniano de largoD depende
obviamente de una manera inversa del superficie elegidoA y del número de vértices.

Definimos un “largo escalado”

ℓ =
D√
An

(12.4)

y estudiamos la probabilidadp que exista en una instancia ası́ generada un ciclo hamilto-
niano de largoℓ con diferentes valores den y un valor fijoA. Con diferentes valores den,
uno observa que con pequeños valores deℓ (menores a0,5), p ≈ 0, mientras para valores
grandes deℓ (mayores a uno),p ≈ 1. Las curvas dep versusℓ suben rápidamente desde
cero hasta uno cerca del valorℓ = 0,78 [18], independientemente del número de vértices.

Al estudiar el tiempo de ejecución de un cierto algoritmo tipo ramificar-acotar para TSPD,
los tiempos mayores ocurren con instancias que tienen valores deℓ cerca de0,78.

12.3. Grafos aleatorios uniformes

En esta sección estudiamos comportamiento de grafos aleatorios, un ejemplo clásico de
transiciones de fase de cierto tipo. Seguimos por mayor parte el libro de texto de Bollobas
[3], aunque no lo alcanzamos en el nivel formalidad.

12.3.1. Familias y propiedades

Una familia G de grafos incluye todos los grafos que cumplen con la definición de la
familia. La definición está tı́picamente compuesta por parámetros que controlen el tamaño
de la familia. Por ejemplo, todos los grafos conk vértices forman una familia y todos los
grafosk-regulares otra familia (y su intersección no es vacı́a).
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Una propiedadde grafos de la familiaG es un subconjuntocerradoP ⊆ G. Cuando
grafo ∈ P, se dice que “el grafoG tiene la propiedadP”. Lo que significa ser cerra-
do es que al tener dos grafosG ∈ P y G′ ∈ G, si aplica queG y G′ sea isomorfos,
necesariamenteG′ ∈ P también.

Una propiedadP esmonotonasi deG ∈ P y G es subgrafo deG′, implica queG′ ∈ P.
Un ejemplo de tal propiedad serı́a “el grafo contiene un tri´angulo” o “el grafo contie-
ne un camino de largok” — por añadir aristas o vértices al grafo, no es posible hacer
desaparecer estas propiedades.

Una propiedad esconvexasi el hecho queG′ es subgrafo deG y G′′ es subgrafo deG′

tales queG′′, G ∈ P, implica que tambiénG′ ∈ P.

Decimos que “casi cada grafo”G = (V,E) de la familiaGn la definición de cual depende
den = |V | tieneP si paraG ∈ G

ĺım
n→∞

Pr [G ∈ P] = 1. (12.5)

12.3.2. Modelos de generación

Para generar un grafo aleatorio uniforme (simple, no dirigido), hay dos modelos básicos:
en el modelo de Gilbert, se fijan y una probabilidadp. Para generar un grafoG = (V,E),
asignamosV = {1, 2, . . . , n} y generamosE de la manera siguiente: considera a la vez
cada uno de los

(
n

2

)
pares de vértices distintosu y v e incluye la arista{u, v} indepen-

dientemente al azar con probabilidadp. Con este modelo, conodido como el modeloGn,p,
tenemos

E [m] = p

(
n

2

)

(12.6)

E [deg (u)] = p(n− 1). (12.7)

La otra opción fue estudiada en detalle por Erdős y Rényi [5, 6]: fijar los dosn y m y
elegir uniformemente al azar uno de los posibles conjuntos dem aristas. El número de
posibles maneras de elegir las aristas entre vértices distintos es

((n
2

)

m

)

, (12.8)

aunque en realidad los automorfismos reducen el número de grafos distintos que se pueda
generar. El segundo modelo se conoce comoGn,m.

Una tercera opción para generar grafos uniformes dado un conjunto den vérticesV =
{1, 2, . . . , n}, es definir unproceso(estocástico) como una sucesión(Gt)

N
0 dondet repre-

senta eltiempodiscreto que toma valorest = 0, 1, . . . , N tal que

(I) cadaGt es un grafo en el conjuntoV , es decirGt = (V,Et) — lo que cambia
durante el proceso es el conjunto de las aristas;
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(II ) Gt tienet aristas para cada valor det, o sea,|Et| = t;

(III ) Gt−1 es un subgrafo deGt, empezando deG0 y terminando enGN : E0 ⊂ E1 ⊂
. . . EN ; y

(IV ) N =
(

n

2

)
.

Podemos definir un mapeo entre el espacio de todos los procesos posibles en el momento
t = m y los grafosGn,m, por lo cual los grafosGn,m son todos posibles resultados
intermedios de todos los procesos posibles que cumplan con la definición.

12.3.3. Comportamiento repentino

Suponemos queP sea una propiedad monotona de grafos. Observamos el procesode ge-
neración(Gt)

N
0 y checamos en cada instantet si o noGt tiene la propiedadP. Llamamos

el momentoτ cuandoGt ∈ P el tiempo de llegada(inglés: hitting time) del proceso a la
propiedad,

τ = τ(n) = mı́n
t≥0
{Gt ∈ P} . (12.9)

Nota que por ser monotonaP, Gt ∈ P para todot ≥ τ y que τ puede variar entre
diferentes instancias del proceso con un valorn fijo.

Podemos definir unafunción umbralpara la propiedadP en términos del valor den
utilizado al definir el proceso:U(n) es la función umbral deP si aplica que

Pr
[
U(n)f(n)−1 < τ(n) < U(n)f(n)

]
→ 1 (12.10)

con cualquier funciónf(n) → ∞. En términos vagos, la función umbral es el “tiempo
crı́tico” antes de que es poco probable queGt tengaP y después de que es muy probable
que la tenga. Se ha mostrado, ya desde el trabajo de Erős y Rényi, que varias propiedades
monotonas aparecen muy de repente en tales procesos: casi ningúnGt los tiene antes de
un cierto momento y casi todosGt lo tienen después de ese momento, sobre el conjunto
de todos losN ! procesos posibles.

12.3.4. Aparicíon de un componente gigante

Continuamos con los procesos(Gt)
N
0 y estudiamos el tamaño de los componentes cone-

xos deGt. Por definición, enG0 cada vértice está aislado yGN es el grafo completo
den vertices,Kn. DefinimosP como la propiedad que el grafo sea conexo. En algún
momento,

τ ∈
[

n− 1,

(
n− 1

2

)

+ 1

]

, (12.11)

el grafo llega a tener la propiedadP por la primera vez. La cota inferior viene del caso
“mejor”: las primerasn − 1 aristas forman un árbol de expansión. El cota superior es el
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peor caso: uno de losn vértices permanece aislado ası́ que todas las aristas añadidas caen
entre los demás hasta que ellos ya formen una camarilla den−1 vértices, después de que
ya necesariamente se conecta el grafo al añadir la arista siguiente.

En vez de estudiar exactamente el momento cuando todo el grafo ya sea conexo, resumi-
mos algunos resultados sobre la cantidad de aristas necesarias para que el grafo tenga un
componente conexo grande. Fijamos un valorm con la ayuda de un parámetro constante
c tal que

m = ⌊cn⌋, (12.12)

dondec ∈ [0, (n−1)]
2

. El resultado interesante sobre los tamaños de los componentes es
que conc < 1

2
, el tamaño del mayor componente conexo en unGt cuandot = m es de

orden logarı́tmico enn, pero parac > 1
2

— que es todavı́a un valor muy pequeño — un
Gt cuandot = m tiene un componente conexo de aproximadamenteǫn vértices donde
ǫ > 0 únicamente depende del valor dec y el resto de los vértices pertecen a componentes
mucho menores.

Interpretando el valor dec llegamos a notar que está relacionado con el grado promedio
de los vértices: ∑

v∈V deg (v)

n
=

2m

n
=

2⌊cn⌋
n
≈ 2c. (12.13)

Entonces, cuando el grado promedio del grafo llega a aproximadamente uno (o seac ≈ 1
2
),

aparece un componente gigante en elGt.

12.4. Cubierta de v́ertices (VERTEX COVER)

También en el problema de cubierta de vértices se encuentra una transición de fase con un
algoritmo ramificar-acotar, usando como el modelo de generación elGn,p tal quep = c/n.
De la ecuación 12.7, tenemos que el grado promediok de un vértice en tal grafo es

k = p(n− 1) = c
n− 1

n
≈ c, (12.14)

y podemos hablar del parámetroc como en grado promedio (para grandes valores den).
Estudiando la probabilidadq de la existencia de una cubierta con una cierta candidadx
de vértices cuando se fijac, de nuevo se encuentra que para valores bajos dex, q es bajo,
mientras para valores grandes dex, q es alto, y la subida ocurre de una manera repentina
en un cierto valor dex sin importar el valor den.
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publication in Publ. Math. Debrecen 1959.
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Listas de śımbolos

Elementos y ordenamiento

a, b, . . . elementos
a = b el elementoa es igual al elementob
a 6= b el elementoa no es igual al elementob
a ≈ b el elementoa esapproximadamenteigual al elementob
a < b el elementoa es menor al elementob
a > b el elementoa es mayor al elementob
a ≤ b el elementoa es menor o igual al elementob
a ≥ b el elementoa es mayor o igual al elementob
a≪ b el elementoa esmuchomenor al elementob
a≫ b el elementoa esmuchomenor al elementob
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Conjuntos y conteo

A,B, . . . conjuntos
R el conjunto de los números reales
Z el conjunto de los números enteros
∅ el conjunto vació
{a1, a2, . . . , an} un conjunto den elementos
a ∈ A el elementoa pertecene al conjuntoA
a /∈ A el elementoa no pertenece al conjuntoA
|A| la cardinalidad del conjuntoA
{a | a ∈ A} el conjunto de los elementosa que cumplen con la propie-

dad quea ∈ A
A = B los conjuntosA y B contienen los mismos elementos
A 6= B los conjuntosA yB no contienen todos los mismos elemen-

tos
A ⊆ B el conjuntoA es un subconjunto deB o igual aB
A ⊂ B el conjuntoA es un subconjunto propio deB
A * B el conjuntoA no es un subconjunto deB
A ∪B la unión de los conjuntosA y B
A ∩B la interseccı́ón de los conjuntosA y B
n⋃

i=1

Ai la unión de losn conjuntosA1, A2, . . . , An

n⋂

i=1

Ai la intersección de losn conjuntosA1, A2, . . . , An

Ā el conjunto que es complemento del conjuntoA
A \B la diferencia de los conjuntosA y B
(a, b) un par ordenado de elementos
A×B el producto cartesiano de los conjuntosA y B
k! el factorial dek
(

n

k

)
el coeficiente binomial
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Mapeos y funciones

g : A→ B un mapeo del conjuntoA al conjuntoB, dondeA es el do-
minio yB el rango

g(a) la imagen del elementoa ∈ A en el rango bajo el mapeog
g−1(b) la imagen inversa del elementob ∈ B en el dominio bajo el

mapeog
f(a) el valor asignado al elementoa por la funcciónf
|x| el valor absoluto dex ∈ R
logb(x) el logaritmo a baseb dex ∈ R, x > 0
f(n) = O (g(n)) |f(n)| ≤ c |g(n)| para algún constantec y valores suficien-

temente grandes den
f(n) = Ω (g(n)) |f(n)| ≥ |g(n)| para algún constantec y valores suficiente-

mente grandes den
f(n) = Θ (g(n)) c′ |g(n)| ≤ |f(n)| ≤ c |g(n)| para algunos constantesc, c′ y

valores suficientemente grandes den

Lógica mateḿatica

a una proposición lógica
xi una variable booleana
⊤ verdadero
⊥ falso
T una asignación de valores
φ una expresión booleana
T |= φ T satisfaceφ
|= φ φ es una tautologı́a
¬a la negación: noa
a ∨ b la disyunción:a o b
a ∧ b la conjunción:a y b
a→ b la implicación: sia, entoncesb
a↔ b la equivalencia:a si y sólo sib
∀a ∈ A cuentificación universal: para todoa ∈ A
∃a ∈ A cuantificación existencial: existe una ∈ A
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Grafos

V un conjunto de vértices
E un conjunto de aristas
n el orden de un grafo
m el número de aristas de un grafo
G un grafoG = (V,E)
v, w, u, . . . vértices
{v, w} una arista no dirigida entre los vérticesv y w
〈v, w〉 una arista dirigida del vérticev al vérticew
ω (v)w el peso de la arista{v, w} o 〈v, w〉
deg (v) el grado del vérticev←−
deg (v) el grado de entrada del vérticev−→
deg (v) el grado de salida del vérticev
dist (v, w) la distancia del vérticev al vérticew
diam (G) el diámetro del grafoG
δ (G) la densidad del grafoG
Kk el grafo completo de ordenk
Kk,ℓ el grafo bipartitio completo de conjuntos de vértices de car-

dinalidadesk y ℓ

Probabilidad

X, Y, Z, . . . variables aleatorias
x, y, z, . . . valores posibles de variables aleatorias
Pr [X = x] la probabilidad queX asume el valorx
Pr [X = x | Y = y] la probabilidad condicional queX = x dado queY = y
E [X] el valor esperado deX
Var [X] la varianza deX



Lista de abreviaciones

Ingl és Espãnol
BFS breadth-first search búsqueda en anchura
CNF conjuntive normal form forma normal conjuntiva
DFS depth-first search búsqueda en profundidad
DNF disjuntive normal form forma normal disyunctiva
NTM nondeterministic Turing machine máquina Turing no determinı́stica
PTAS polynomial-time approximation sche-

me
esquema de aproximación de tiempo
polinomial

RAM random access machine máquina de acceso aleatorio
TSP travelling salesman problem problema del viajante
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Minidiccionario español-inglés

acomplamiento matching
aleatorio random
algoritmo algorithm
análisis asintótica asymptotic analysis
árbol tree
árbol binario binary tree
árbol cubriente spanning tree
árbol de expansión spanning tree
arista edge
arreglo array
barrer sweep
biselado splay
bósque forest
bucle loop
burbuja bubble
búsqueda search
cadena string
capa layer
camarilla clique
camino path
ciclo cycle
clausura closure
clave key
cola queue
cota bound
complejidad complexity
conexo connected
conjunto set
cubierta cover
dirigido directed
estructura de datos data structure
enlazada linked
flujo flow
fuerza bruta brute-force
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grafo graph
hashing dispersión
hoja leaf
hijo child
intratable intractable
lista list
montı́culo heap
no dirigido undirected
orden posterior postorder
orden previo preorder
ordenación sorting
padre parent
patrón pattern
peor caso worst case
pila stack
podar prune
ponderado weighted
successión series
raı́z root
ramificar-acotar branch and bound
ramo branch
recorrido traversal
red network
rojo-negro red-black
vértice vertex
voraz greedy
vuelta atrás backtracking
unir-encontrar union-find



Minidiccionario ingl és-espãnol

algorithm algoritmo
array arreglo
asymptotic analysis análisis asintótica
backtracking vuelta atrás
binary tree árbol binario
bound cota
branch ramo
branch and bound ramificar-acotar
brute-force fuerza bruta
bubble burbuja
child hijo
clique camarilla
closure clausura
complexity complejidad
connected conexo
cover cubierta
cycle ciclo
data structure estructura de datos
directed dirigido
dispersión hashing
edge arista
flow flujo
forest bósque
graph grafo
greedy voraz
heap montı́culo
intractable intratable
key clave
layer capa
leaf hoja
linked enlazada
list lista
loop bucle
matching acomplamiento
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network red
parent padre
path camino
pattern patrón
postorder orden posterior
preorder orden previo
prune podar
queue cola
random aleatorio
red-black rojo-negro
root raı́z
search búsqueda
series successión
set conjunto
sorting ordenación
spanning tree árbol cubriente
spanning tree árbol de expansión
splay biselado
stack pila
string cadena
sweep barrer
traversal recorrido
tree árbol
undirected no dirigido
union-find unir-encontrar
vertex vértice
weighted ponderado
worst case peor caso



Índice de figuras

1.1. Gráficas de la función exponencialf(x) = exp(x): a la izquierda, en
escala lineal, mientras a la derecha, el ejey tiene escalalogaŕıtmica(ver
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binómicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.14. Un grafo dirigido pequeño con dos componentes fuertemente conexos. . . 111
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polı́gono en una triangulación óptima. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 152

10.1. Una modificación 2-opt para el problema del viajante:la ruta original
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192 ÍNDICE DE FIGURAS
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deΠ se está ejecutando. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2. Una RAM para computar la funciónφ(x, y) = |x− y| para enteros ar-
bitrariosx, y. La entrada del ejemplo esI = (6, 10), o sea,x = 6 y
y = 10, lo que nos da como resultadoφ(I) = 4. Las configuraciones para
el ejemplo se muestra a la derecha, mientras el programa general está a la
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árbol, 22
cubriente, 22

mı́nimo, 22
de expansión, 22

átomo, 11
ı́ndice, 91

de aproximación, 157
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número de, 49

adyacencia, 20
lista de, 106

alcance, 46
algoritmo, 23, 24

aleatorizado, 24, 165
calidad, 25
de burbuja, 85
de Kruskal, 154
de lı́nea de barrer, 139
de Prim, 154
de Strassen, 145, 146
determinista, 24
eficiente, 29
Floyd-Warshall, 46
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monótono, 62
circuito booleano, 14
CIRCUITSAT, 71
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